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Abstract: We propose two EM algorithms that work on binary decision diagrams (BDDs). They
open a way to applying BDDs to statistical inference in general and machine learning in particular.
We also present the complexity analysis of noisy-OR models based on BDDs.

1 はじめに

Binary Decision Diagram (BDD)は論理関数のコン
パクトな表現として知られている [1, 2]. 本稿ではBDD
の新しい応用として, BDD上で動作する Expectation-
Maximization (EM) アルゴリズム [3]を提案する. EM
アルゴリズムは不完全データに対する最尤推定を行う
アルゴリズムとして広く知られている. 更に本稿ではよ
り論理式をコンパクトに扱える手法である decomposed
BDD を用いる. Decomposed BDDは, 論理関数 F を
いくつかの互いに独立な論理関数に分割し, F を簡単
化する一つの方法として VLSI論理設計分野で知られ
ている [4]. F と分割された論理関数はそれぞれ 1つの
BDDとして表現される. 提案アルゴリズムはこれらの
BDDをサブルーチンのように呼び出すことによって再
帰的に確率計算を行う.
提案手法である BDD-EMアルゴリズムは一般的か

つ効率的なアルゴリズムである. ここで一般的という
のは, BDD-EMアルゴリズムは任意の命題論理式に対
して適用可能であることを意味し, 効率的というのはそ
の計算量が BDDの全節点数に比例することを意味す
る. これにより 4章で示すように N 入力 noisy-ORモ
デルのパラメタ学習をO(N)で行うことが可能となる.
本稿ではまず, 2章においてEMアルゴリズムとBDD

の概要を述べ, 3章で提案手法である BDD-EMアルゴ
リズムを紹介する. 4章で N 入力 noisy-ORモデルに
おける提案手法の計算量を評価し, 5章では noisy-OR
モデルのパラメタ学習の結果を示す. 最後に 6章と 7
章にて関連研究とまとめを述べる.
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2 準備

2.1 EMアルゴリズム

ここでは本稿が扱う問題を定義し, EM アルゴリズ
ムの定式化を行う. 本稿では F を k個の確率的命題変
数 X1, X2, . . . , Xk からなる論理関数とし, F の値のみ
が観測可能でX1, X2, . . . , Xkの値は観測不可能とする.
確率的命題変数X1, X2, . . . , Xkは互いに独立して 0か
1の値をとる. 以下,記述を簡単にするために F を論理
関数 F の値をとる確率的命題変数を表すことにし, F

を観測命題と呼ぶ. これに対してX1, X2, . . . , Xk を基
本命題と呼ぶ. 例えば,ある学生の遅刻に関する問題を
考えてみる. 学生は普段は自転車で通学しているが,雨
の日はバスを利用する. このとき彼が遅刻することを
F = O ∨ (R ∧B)のように論理式で定式化できるとす
る. F,O, R, B はそれぞれ「彼は遅刻した」「彼は寝坊
した」「雨が降っている」「バスは遅れた」という確率的
命題である. 以上の設定において, 本稿では観測命題 F

の観測値1から, EMアルゴリズムを用いて各基本命題
(O, R, B)が真を取る確率を推定する問題を扱う. また,
いくつかの基本命題が i.i.d.(独立同時分布) であるよう
な問題も扱うことにする. 例えば隠れマルコフモデルに
おいて各状態は時刻 tと時刻 t+1において i.i.d.である.
i.i.d.を扱うために基本命題集合X = {X1, X2, . . . , Xk}
に対して以下で定義される S を考える. S は Xの分
割の集合であり, s ∈ S は任意の X, X ′ ∈ Xにおいて,
「X,X ′ ∈ s ⇔ X と X ′ は i.i.d.」を満たす. この sは
基本命題 X ∈ sが X = xとなる確率を表すパラメタ
θs,xを持つ (すなわち

∑
x∈{0,1} θs,x = 1である). 以後,

1ここでは説明を簡単にするために 1回のみ F の真偽を観測する
ものとする. 提案手法を複数回の観測値が与えられる問題に対して
拡張するのは容易である.



パラメタベクトル 〈θs,0, θs,1〉を θs, すべてのパラメタ
のベクトルを θを用いて表す.

φ を基本命題集合 X に対する値の割り当ての一つ
とし, Φ をすべての φ の集合とする. すると F の値
f ∈ {0, 1}は φに対して一意に決まるので, F は φ ∈ Φ
から f ∈ {0, 1}の関数としてF (φ) = fと書ける. また,
F (φ) = f となるようなすべての φの集合を F−1(f) =
{φ ∈ Φ | F (φ) = f}と書くことにする. 更に, ある割り
当て φとあるパラメタ θs,x に対して σs,x(φ) = |{X ∈
s | φ(X) = x}|と定義する. σs,x(φ)はX ∈ sが φ中で
X = xとして現れる回数の総和である.
上で定義した問題における EMアルゴリズムは以下

で定義される 2つのステップからなる.

• E-step: X ∈ sがX = xとして出現する回数の
条件付き期待値Eθ[σs,x(·) | F =f ]を計算する.

Eθ[σs,x(·) | F =f ] = ηx
θ [s]/Pθ (F =f)

ηx
θ [s] =

∑

φ∈F−1(f)

σs,x(φ)
∏

s′∈S

∏

x′∈{1,0}
θ

σs′,x′ (φ)

s′,x′ (1)

Pθ (F =f) =
∑

φ∈F−1(f)

∏

s∈S

∏

x∈{1,0}
θσs,x(φ)

s,x (2)

• M-step: θ を θ̂ に更新する. 固定した sに対し
θ̂の各要素 θ̂s,x は Eθ[σs,x(·) | F =f ]に比例する
ように決める.

|F−1(f)|は基本命題の数に対して指数的に増加するの
で, E-stepの計算量も指数的に増えることが問題にな
る. 本稿ではこの問題に対して, 論理関数をコンパクト
に表現したデータ構造である BDDを用い, 動的計画法
による条件付き期待値計算法を提案する.

2.2 Binary Decision Diagram

BDDは論理関数 F を表現する有向非循環グラフで
ある. BDDはいくつかの変数節点と 1定数節点, 0定数
節点を持つ.それぞれの定数節点を 1 , 0 と表記する.
変数節点 nは F 中のある命題変数 X がラベル付けさ
れており,これを Label(n)と表現する. 異なる節点が
同じラベルを持つこともある. また nは 2つの子節点
1-childと 0-childを持ち,それぞれCh1(n),Ch0(n)と書
く. nからCh1(n) に至る辺のことを 1-枝と呼び実線で
表現し, Ch0(n)に至る辺のことを 0-枝と呼び破線で表
現する. 1-枝と 0-枝はそれぞれ Label(n)の値が 1, 0で
あることを意味する. 更に根節点から 1 ( 0 )に至るパ
スは F = 1 (F = 0)となる変数の割り当てを表現する.
図 1の (a)と (b)はそれぞれ F ⇔ (A ∨ B) ∧ C̄ を

表現した真理値表と BDDである. (b)のように, BDD
が完全二分木であるとき, 特に二分決定木と呼ぶ. 例え
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図 1: F ⇔ (A ∨ B) ∧ C̄ の (a)真理値表, (b)二分決定
木, (c)BDD, (d)ROBDD

ば (b)の根節点から一番左の 0 に至るパスは命題変数
A, B,C がそれぞれ 0であるとき F = 0であることを
表しており, これは (a)の真理値表の 1行目に対応する.
一般的に 1つの論理式を表現する BDDは複数存在

するが, reduced orderd BDD(ROBDD)は論理式に対
して一意に決定される. ROBDDとはすべてのパスで
現れる変数の順序が一意であり, 簡略化規則をそれ以上
適用できない BDDのことである [2]. ここで変数が現
れる順序のことを変数順序という. BDDには以下の 2
つの簡略化規則がある.

• 削除規則: 節点 nにおいて, Ch1(n) = Ch0(n) の
とき nを削除する (図 2).

• 共有規則 : 節点n, n′において, Label(n) = Label(n′),
Ch1(n) = Ch1(n′), Ch0(n) = Ch0(n′) のとき
n, n′ を共有する (図 3).

図 1(c)の BDDは二分決定木に共有規則のみを施した
ものであり ROBDDではない. 図 1(d)は (c)に更に削
除規則を適用した ROBDDである.
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図 2: 削除規則
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図 3: 共有規則



2.3 計算上の注意

ここでは BDD上で動作する EMアルゴリズムであ
るBDD-EMアルゴリズムを提案する前に, アルゴリズ
ムを考える上で重要な 3つのポイントを示す.

3段階の確率/期待値計算

前節で述べたように, 同じラベルが付けられた BDD
の節点は同じ基本変数を共有し, 更に互いに i.i.d.な基
本命題は同じパラメタを共有する. よって確率/期待値
計算を行うときはパラメタレベル, 変数レベル, 節点レ
ベルの 3段階を区別して考える必要がある. 式 (1)は
パラメタと 1対 1に対応する S に沿って計算するため,
パラメタレベルの記述である. ここで式 (1)を以下の
ように書きかえる.

ηx
θ [s] =

∑

φ∈F−1(f)

∑

X∈X:X∈s

1φ(X)=x

∏

Z∈X

θ
φ(Z)
[Z] θ

1−φ(Z)

[Z̄]
(3)

[Z]はZ ∈ sなる s ∈ Sを表し, θ[Z] = θs,1 = Pθ (Z =1),
θ[Z̄] = θs,0 = Pθ (Z =0) である. また 1φ(X)=x は
φ(X) = xが成り立つときに 1を取り, それ以外のとき
は 0を取る関数である.
式 (3)の ηx

θ [s]は, F (φ) = f なるすべての φにおい
てパラメタ θsを持つ基本命題X がX = xで現れたと
き, P (φ) =

∏
Z∈X θ

φ(Z)
[Z] θ

1−φ(Z)

[Z̄]
を計算し, ηx

θ [s]に加え
ることで計算される. この計算法は S に沿った変数レ
ベルの計算であることがわかる.
更に式 (3)を節点レベルの記述に書きかえ, BDD上

での条件付き期待値の計算法を導出する. 今, 図 1(b)
のような二分決定木を考えると, 二分決定木のパス πφ

はある値の割り当て φと対応し, πφ上にはすべての基
本命題が必ず一度ずつ現れる. よって式 (3)は以下のよ
うに書きかえることができる.

ηx
θ [s] =

∑

πφ:φ∈F−1(f)

∑

n′∈πφ:Ln′∈s

1φ(Ln′ )=x

∏
n∈πφ

θ
φ(Ln)
[Ln] θ

1−φ(Ln)

[Ln]
(4)

ここで n ∈ πφ はパス πφ 上の節点 n のことであり,
Ln = Label(n)である. nが X ∈ sでラベル付けられ
るとき, nの x-枝はX = xを表し (x ∈ 0, 1), これはパ
ラメタ θs,x に対応する. すると式 (4)は, F (φ) = f な
る φに対応するパス πφ上で, パラメタ θs,xに対応する
x-枝が現れる度に P (φ)を ηx

θ [s]に加えることで計算で
きる. すなわち P (φ)は πφに沿って枝に対応するパラ
メタを乗ずることで計算される. 本稿ではこの計算法
を簡略化規則が適用されている BDDに拡張する.

確率計算と期待値計算の違い

期待値計算を行う場合は確率計算では求められなかっ
たような注意が新たに必要となる. 例えば図 1の論理

式 F ⇔ (A ∨ B) ∧ C̄ について考えると, 図 1(a)の真
理値表から Pθ (F =1) は θ[Ā]θ[B]θ[C̄] + θ[A]θ[B̄]θ[C̄] +
θ[A]θ[B]θ[C̄] と計算される. その一方で, BDDから再帰
的に Pθ (F =1)を計算する方法 (3章で説明する)を用
いると, BDDの形によって計算過程が異なる. 例えば図
1の (c)と (d)の BDDに対してこの方法を適用すると
Pθ (F =1) はそれぞれ (θ[Ā]θ[B] + θ[A](θ[B̄] + θ[B]))θ[C̄]

と (θ[Ā]θ[B] + θ[A])θ[C̄] と計算される. ここですべての
X ∈ Xにおいて θ[X] + θ[X̄] = 1が成り立つので, この
2つの確率値は明らかに等しい. これは BDDの削除規
則が Pθ (F =1)の計算値に影響しないことを意味する.
しかし, 削除規則は期待値計算に影響を与える. 仮に,
すべての s ∈ S において |s| = 1が成り立つ (すなわち,
どの変数もパラメタを共有しない)場合を考える. つま
りX は [X]の唯一の要素であり, すべての値の割り当
て φにおいて φ(X) = xのとき σ[X],x(φ) = 1, そうで
なければ σ[X],x(φ) = 0が成り立つ. すると式 (3)は単
純に以下のように書ける.

ηx
θ

[
[X]

]
=

∑
φ∈F−1(f) 1φ(X)=x

∏
Z∈X θ

φ(Z)
[Z] θ

1−φ(Z)

[Z̄]

= Pθ (F =f,X =x) (5)

今, F = 1が観測されたときの B = 1の条件付き期待
値 η1

θ

[
[B]

]
を計算する. 式 (5)より, 真理値表の F = 1

かつ B = 1なる行を取り出すことで期待値を計算する
と η1

θ

[
[B]

]
= θ[Ā]θ[B]θ[C̄] + θ[A]θ[B]θ[C̄] となる. その

一方で, 図 1(d) の ROBDD を見ると, 基本命題 A で
ラベル付けられた節点の 1-枝は直接 C でラベル付け
された節点を指している. つまり, この ROBDDには
θ[A]θ[B]θ[C̄]を計算するための情報が明示されていない
といえる. この情報の欠落はBDDの削除規則によって
引き起こされ, 期待値を計算するときは削除された節点
を「数値的に復元」する必要がある.

Decomposed BDD

問題によっては観測命題F を decomposed BDDで表
現する方がコンパクトになる場合がある. 本稿で考え
る decomposed BDDとは BDD fragment の集合であ
り, BDD fragment は基本命題と他の BDD fragment
に対応する中間命題から構成される. 本稿では異なる
BDD fragment中に現れる変数は互いに独立であると
仮定する.

F を構成する基本命題集合を Xと書くのに対して,
F を含めた基本命題でないすべての命題集合をUと書
く. 同時に U に対して, Level : U → {1, 2, . . . , |U|}
を定義し, これを Uの順序関数とする. ここで Level
は Level(F ) = |U| を満たし, U,U ′ ∈ U において
Level(U) < Level(U ′) のとき U は U ′ より順序が早
いという. すべての U ∈ Uは Xと自分より順序の早



い Uの要素の集合 (すなわち X ∪ {U ′ | Level(U ′) <

Level(U)})中のいくつかの変数からなる論理関数であ
る. 各 U の論理式は BDDで表現され, 各々の BDDの
ことを BDD fragment と呼び, δU と書く. U\{F}の
要素のことを中間命題と呼ぶ. BDD fragment δU 中の
全節点の集合をN(δU ), 全変数の集合をV(δU )で表す.
そして全BDD fragmentの集合を∆F = {δU | U ∈ U}
と表し, これを decomposed BDD と呼ぶ2.
各 BDDは独自の変数順序を持ち,BDD fragment δU

の変数順序は OrdU : V(U) → {1, 2, . . . , |V(U)|} に
よって定義される3. OrdU (X) < OrdU (X ′)であると
き, これを X ≺U X ′ と書くことにする. 更に, 文脈よ
り U が明らかである場合は U を省略して単純に ≺と
書く. また OrdU (n) = 1となるのは, nが根節点であ
るときでありそのときに限る.
図 4は decomposed BDD ∆F である. 図より U =

{F, X, Y }, X = {A,B,C, D,E} であるとわかる. ま
た, BDD fragment δY に注目してみれば, N(δY ) =
{D, E, E}, V(δY ) = {D,E} であることがわかる. 提
案手法である BDD-EMアルゴリズムは, F =f を観測
したときのX ∈ Xのパラメタを推定する.

AB X0 1

XBAF ∧∨= )( Y
C

0 1

CYX ∧= D
E

0 1

EDY ⊕=
E

図 4: F を表現した decomposed BDD

3 提案方法

ここでは BDD上で動作する EMアルゴリズムであ
る BDD-EM アルゴリズムを提案する. BDD-EM()
は F の観測データ f が与えられたとき, BDD-EMア
ルゴリズムを用いて各基本命題のパラメタを学習する
疑似コードである. IterateEM() 中に現れる Get-

Backward(U) は後ろ向き確率 Bx
θ [n] を, GetFor-

ward(U) は前向き確率 Fθ[n] を, GetInside(U) は
内側確率 Pu

θ [U ] を計算し, GetOutsideExpe(U) は
外側確率 Qx

θ[X]と条件付き期待値 ηy
θ[Y ]を更新する.

2異なる BDD fragment に同名の変数が現れる場合, それらは
i.i.d. であるとする.

3Ord は各 BDD fragment の変数順序を決定する関数であるの
に対して, Level は BDD fragment に順序を与える関数である.

ここで U ∈ U, n ∈ N(δU ), X ∈ V(δU ) ∩ X, Y ∈
V(δU ) ∩U, u, x, y ∈ {1, 0}である. InitializeAll()
はこれら 4つの確率と条件付き期待値を初期化する.

1: Procedure: BDD-EM()
2: Initialize all parameters „;
3: repeat
4: IterateEM();
5: until the parameters „ converge;
6: end

1: Procedure: IterateEM()
2: // E-step
3: InitializeAll()
4: U = U;
5: while U 6= φ do
6: U = argminU′∈U level(U ′);
7: GetBackward(U);
8: GetForward(U);
9: GetInside(U);

10: U = U\{U};
11: end while
12: U = U;
13: while U 6= φ do
14: U = argmaxU′∈U level(U ′);
15: GetOutsideExpe(U);
16: U = U\{U};
17: end while
18: // M-step
19: for each s ∈ S do
20: θs,1 ∝ η1

„[s]/Pf
„ [F ];

21: θs,0 ∝ η0
„[s]/Pf

„ [F ];
22: end for
23: end

3.1 後ろ向き確率と前向き確率

GetBackward(U)は BDD fragment δU 中の全節
点 n ∈ N(δU ) において後ろ向き確率を計算する. 後
ろ向き確率 B1

θ[n]は節点 nから 1 に至る全パスの確率
の総和, B0

θ[n]は nから 0 に至る全パスの確率の総和
である. よって B1

θ[ 1 ] = 1,B1
θ[ 0 ] = 0 とし, 同様

に B0
θ[ 1 ] = 0,B0

θ[ 0 ] = 1とする. 後ろ向き確率は定
数節点から根節点に向かって順に計算していく. それ
とは対照的に GetForward(U)は根節点から定数節
点に向かって順に前向き確率を計算する. 前向き確率
Fθ[n]は根節点から節点 nに至るすべてのパスの確率
の総和である. ここで Fθ[n]は InitializeAll()にお
いて Fθ[root ] = 1,Fθ[n] = 0 (n 6= root) に初期化さ
れる. N = |N(δU )|とすると GetBackward(U)と
GetForward(U)の計算量は O(N)となる4.

4疑似コードの GetBackward(U) と GetForward(U) の計
算量は O(N2) である. しかし, あらかじめ δU の全節点をトポロジ
カルソートによって整列しておくことで, これらの計算は O(N) で
実行することが可能である.



1: Procedure: GetBackward(U)

2: B1
„[ 1 ] = 1,B1

„[ 0 ] = 0;

3: B0
„[ 1 ] = 0,B0

„[ 0 ] = 1;

4: N = Par( 1 ) ∪ Par( 0 );
5: // Par(n): the set of parents of n.
6: while N 6= φ do
7: n = argmaxn′∈N OrdU (n′)
8: X = Label(n);
9: B1

„[n] = θ[X]B1
„[Ch1(n)] + θ[X̄]B1

„[Ch0(n)];

10: B0
„[n] = θ[X]B0

„[Ch1(n)] + θ[X̄]B0
„[Ch0(n)];

11: N = N\{n} ∪ Par(n);
12: end while
13: end

1: Procedure: GetForward(U)
2: N = {root}; // F„[root ] = 1
3: while N 6= φ do
4: n = argminn′∈N OrdU (n′);
5: X = Label(n);
6: F„[Ch1(n)] += F„[n]θ[X];
7: F„[Ch0(n)] += F„[n]θ[X̄];
8: N = N\{n} ∪ {Ch1(n),Ch0(n)};
9: end while

10: end

3.2 内側確率

GetInside(U)は U の内側確率を計算する. 内側確
率 P1

θ [U ]は中間命題 U が真を取る確率, P0
θ [U ]は偽を

取る確率である (すなわち P1
θ [U ] + P0

θ [U ] = 1). ここ
で U が真となる確率は δU の根節点から 1 に至るすべ
てのパスの確率の総和に等しいので, P1

θ [U ] = B1
θ[root ]

である. また, Pf
θ [F ]はパラメタ θにおける F = f の

確率, すなわち尤度となる. 中間命題U の値はすべての
基本命題の値が決まれば一意に決まるので, U のパラメ
タは存在しない. しかし, BDD-EMアルゴリズムでは
U の内側確率 P1

θ [U ],P0
θ [U ]を U のパラメタ θ[U ], θ[Ū ]

のように扱うことにする.

1: Procedure: GetInside(U)
2: P1

„ [U ] = B1
„[root ];

3: P0
„ [U ] = 1− B1

„[root ];
4: end

3.3 外側確率と条件付き期待値

GetOutsideExpe(U)はすべてのX ∈ V(δU ) ∩X
において ηx

θ [[X]]を, すべての Y ∈ V(δU ) ∩Uにおい
て Qy

θ[Y ] を更新する. ηx
θ [[X]] は 2.1 の式 (1) で定義

したものであり, Qy
θ[Y ]は ηx

θ [[X]]を計算するための一
時的な値で外側確率と呼ばれる. ここで ηθ と Qθ は
InitializeAll()において, すべての s ∈ S に対して
ηx

θ [s] = 0, すべての Y ∈ U に対して Y = F のとき
Qf

θ[F ] = 1,Qf̄
θ[F ] = 0, Y 6= F のとき Qy

θ[Y ] = 0と初

期化される. ここで f = {0, 1}は観測命題 F の観測値
である. ここで BDDの削除規則によって削除された
節点を記述するために Del1δU

(n)と Del0δU
(n)を導入す

る. DelxδU
(n) (x ∈ {1, 0})は δU 中の節点 nと Chx(n)

の間で削除されたすべての節点のラベルの集合である.
つまり DelxδU

(n) = {X ∈ V(δU ) | Label(n) ≺ X ≺
Label(Chx(n))}である.

1: Procedure: GetOutsideExpe(U)
2: for each n ∈ N(δU ) do
3: X = Label(n);
4: e1

n = Q1
„[U ]F„[n]B1

„[Ch1(n)]θ[X]

5: +Q0
„[U ]F„[n]B0

„[Ch1(n)]θ[X];

6: e0
n = Q1

„[U ]F„[n]B1
„[Ch0(n)]θ[X̄]

7: +Q0
„[U ]F„[n]B0

„[Ch0(n)]θ[X̄];
8: if X ∈ U then
9: Q1

„[X] += e1
n/θ[X], Q0

„[X] += e0
n/θ[X̄];

10: else if X ∈ X then
11: η1

„

ˆ
[X]
˜

+= e1
n, η0

„

ˆ
[X]
˜

+= e0
n;

12: end if
13: for each Z ∈ Del1U (n) do
14: if Z ∈ U then
15: Q1

„[Z] += e1
n, Q0

„[Z] += e1
n;

16: else if Z ∈ X then
17: η1

„

ˆ
[Z]
˜

+= e1
nθ[Z], η0

„

ˆ
[Z]
˜

+= e1
nθ[Z̄];

18: end if
19: end for
20: for each Z ∈ Del0U (n) do
21: if Z ∈ U then
22: Q1

„[Z] += e0
n, Q0

„[Z] += e0
n;

23: else if Z ∈ X then
24: η1

„

ˆ
[Z]
˜

+= e0
nθ[Z], η0

„

ˆ
[Z]
˜

+= e0
nθ[Z̄];

25: end if
26: end for
27: end for
28: end

GetOutsideExpe(U)によって計算される ηx
θ [[X]]

が式 (5) の値 Pθ (X =x, F =f) と一致することは付
録 Aで説明する. GetOutsideExpe(U)はすべての
n ∈ N(U)において ηx

θ

[
[X]

]
(X = Label(n))を更新し,

更に n のすべての Y ∈ DelxU (n) において ηy
θ

[
[Y ]

]
を

更新する. よって GetOutsideExpe(U)の計算量は
O (N (D1 + D0))となる. ここで N = |N(δU )|, Dx =
maxn∈N(δU ) |DelxU (n)|である. しかし, GetOutside-

Expe(U)を GetOutsideExpe*(U)に置きかえるこ
とで計算量をO(N +V )に減らすことが可能である. こ
こで V = |V(U)|である. GetOutsideExpe*(U)が
GetOutsideExpe(U)と等価であることは付録 Aで
説明する. これより BDD-EMアルゴリズムのループ 1
回分の計算量を考えると, IterateEM()はGetOut-

sideExpe*(U)を |U|回呼び出しているので,その計算
量はO(Usize(Nmax+Vmax))となる. ここでUsize = |U|,
Nmax = maxY ∈∆F |N(δY )|, Vmax = maxY ∈∆F |V(δY )|
である.



1: Procedure: GetOutsideExpe*(U)
2: for each n ∈ N(δU ) do
3: X = Label(n);
4: e1

n = Q1
„[U ]F„[n]B1

„[Ch1(n)]θ[X]

5: +Q0
„[U ]F„[n]B0

„[Ch1(n)]θ[X];

6: e0
n = Q1

„[U ]F„[n]B1
„[Ch0(n)]θ[X̄]

7: +Q0
„[U ]F„[n]B0

„[Ch0(n)]θ[X̄];
8: if X ∈ U then
9: Q1

„[X] += e1
n/θ[X], Q0

„[X] += e0
n/θ[X̄];

10: else if X ∈ X then
11: η1

„

ˆ
[X]
˜

+= e1
n, η0

„

ˆ
[X]
˜

+= e0
n;

12: end if
13: X ′ : OrdU (X ′) = OrdU (X) + 1
14: ζ[X ′] += e1

n + e0
n;

15: ζ[Label(Ch1(n))] −= e1
n;

16: ζ[Label(Ch0(n))] −= e0
n;

17: end for
18: V = V(δU );
19: X = argminX′∈V OrdU (X ′);
20: z = ζ[X], V = V\{X};
21: while V 6= φ do
22: X = argminX′∈V OrdU (X ′);
23: if X ∈ U then
24: Q1

„[X] += z, Q0
„[X] += z;

25: else if X ∈ X then
26: η1

„

ˆ
[X]
˜

+= zθ[X], η0
„

ˆ
[X]
˜

+= zθ[X̄];
27: end if
28: z += ζ[X], V = V\{X};
29: end while
30: end

4 noisy-OR モデルにおける計算量

一般的にBDDの構築計算量は与えられた論理式のサ
イズに対して NP-hardであることが知られている [5].
しかしその一方で, BDDをなるべく少ない計算量で構
築する技術として, BDD同士の論理演算により新しい
BDDを構築する Apply 演算 [2]や, 有効な変数順序決
定法 [5, 6]が知られている. 本稿では提案アルゴリズム
の評価するために noisy-ORモデルを取り上げ, BDD
の構築計算量と BDD-EMアルゴリズムの実行計算量
を合わせて評価する.

noisy-ORモデルは複数の原因と 1つの結果の関係を
表現する. 原因を観測命題 F で表し, F が真となる N

個の原因を基本命題 C1, C2, . . . , CN で表す. 原因と結
果が論理的 OR関係のとき, F と C1, C2, . . . , CN は論
理式 F ⇔ C1 ∨ C2 ∨ · · · ∨ CN で表現できる. これに
対して noisy-OR関係は原因 Ciが真にも関わらず確率
的に F が偽となる. Ci が F を導くことを妨害する事
象を妨害変数 Ii で表現すると, 妨害変数のパラメタは
θ[Ii] = P (F =0 | Ci = 1, Cj = 0) (j 6= i)と書くことが
でき, これらをノイズパラメタと呼ぶ. これより N 入
力 noisy-ORモデルは妨害変数を用いて以下の論理式
で表現することができる.

F ⇔ (C1 ∧ Ī1) ∨ (C2 ∧ Ī2) ∨ . . . (CN ∧ ĪN ) (6)

図 5はN入力 noisy-ORを表現したBDDである. ただ

C1
I1

C2
I2

・・・F CN
IN

01
・・・

図 5: N 入力 noisy-ORを表現した BDD

し変数順序 OrdF は Ci ≺ Cj , Ii ≺ Ij (i < j), Ci ≺ Ik

(i < k) と決めた. 図 5 の BDD は式 (6) から Apply
演算によって構築可能である. Apply(δX , δY , 〈op〉)は
論理関数 X, Y を表現した BDD δX , δY から論理関数
X〈op〉Y を表現する BDDを構築する操作である. 一
般に, Apply(δX , δY , 〈op〉)の計算量は NX = |N(δX)|,
NY = |N(δY )|とするとO(NXNY )となる. しかし, N

入力 noisy-ORモデルでは変数順序の遅い変数から順
に Apply(·)を適用することで, 1回の Apply(·)の計算
量を O(1)に削減することが可能である. これより, 図
(5)の BDDは O(N)で構築可能である. 更に図 (5)か
らわかるように |N(δF )| = |V(δF )| = 2N , |U| = 1な
ので, BDD-EMアルゴリズムの実行計算量はO(N)で
ある. これより, N 入力 noisy-ORモデルは BDD構築
と BDD-EMアルゴリズムの実行を合わせて O(N)で
実行できる.

5 実験結果

BDD-EMアルゴリズムが正しく動作することを確認
するために, 10入力 noisy-ORのパラメタ推定を行う.
推定するモデルのパラメタはランダムに決定し, モデル
から F の値を 100回観測し, そのうち F = 1が 60回
で F = 0が 40回であった. ここで 100個の観測デー
タは i.i.d.であると仮定する.
表 1の 1行目は IterateEM()の実行回数, 2行目と

3行目はその時点でのパラメタにおける F の事後確率
と対数尤度である. この表より, IterateEM()を繰り
返すごとに対数尤度が増加していることが確認できる.

6 関連研究

ベイジアンネットワークの確率計算に ZBDDを用い
る手法が提案されている [7]. しかし, (Z)BDDに対す
るパラメタ推定手法は提案されていない. PRISM[8]は



step Pθ (F =1) 対数尤度 増加量
1 0.8214140 -80.71108
5 0.6181515 -67.37056 1.961360e-01
10 0.6006246 -67.30125 2.327827e-04
15 0.6000213 -67.30117 2.702984e-07
20 0.6000007 -67.30117 3.136284e-10

表 1: 10入力 noisy-ORの学習結果

Prologを基にしたモデル記述言語であり, decomposed
BDDと似たデータ構造である説明グラフを用いて論理
和標準形の論理式を表現する. 現在の PRISMは扱う
論理式の各選言子同士が互いに排反であるという排反
性条件を仮定しているが, BDDを導入することによっ
て PRISMの排反性条件を取り除くことが可能となる.
ProbLog は BDDによって確率計算を行う論理形式で
ある [9]. ProbLog のプログラムは観測式を説明する独
立な確率的命題 (基底アトム)からなるDNF式をBDD
に変換し, 確率の和積計算を適用することで観測式の確
率を計算する.
広い視野でみると BDD-EM アルゴリズムは, 命題

論理式を用いて確率モデルの確率計算や学習を行う命
題化確率計算の一例であると考えられる. これの例
として BN[7, 10, 11]やMarkov random field[12, 13],
PRISM[8]が挙げられる.

7 まとめ

本稿は確率的命題変数からなる decomposed BDD上
でEMアルゴリズムを実行するBDD-EMアルゴリズム
を提案した. BDD-EMアルゴリズムは汎用の学習アル
ゴリズムであり, PCFGにおける Inside-Outsideアルゴ
リズムと Forward-Backward確率計算の動的計画法に
より効率的に実行可能である. 本稿ではN 入力 noisy-
ORモデルにおいてその計算量が BDD構築を含めて
O(N)であることを示し, noisy-ORモデルのパラメタ推
定においてBDD-EMアルゴリズムが正しく動作してい
ることを確認した. また本稿では省略したが, BDD-EM
アルゴリズムを ZBDDに拡張し, decomposed ZBDD
と組みわせることで PCFGを扱うことも可能となる.
今後は BDD-EMアルゴリズムを変分ベイズ推定に拡
張させることを検討している.

参考文献

[1] S. B. Akers. Binary decision diagrams. IEEE
Trans. on Computers, 27(6):509–516, 1978.

[2] R.E. Bryant. Graph-based algorithms for
boolean function manipulation. IEEE Trans. on
Computers, 35(8):677–691, 1986.

[3] A.P. Dempster, N.M. Laird, and D.B. Rubin.
Maximum likelihood from incomplete data via
the EM algorithm. J. of the Royal Statistical So-
ciety B, 39:1–38, 1977.

[4] J. Jain, A. Narayan, C. Coelho, S.P. Khatri,
A. Sangiovanni-Vincentelli, R.K. Brayton, and
M. Fujita. Decomposition techniques for effi-
cient ROBDD construction. Int’l Conf. on For-
mal Methods in Computer-Aided Design, 1996.

[5] R. Drechsler and D. Sieling. Binary decision dia-
grams in theory and practice. Int’l J. on Software
Tools for Technology Transfer, 3:112–136, 2001.

[6] S. Minato, N. Ishiura, and S. Yajima. Shared
binary decision diagram with attributed edges.
Proc. of ACM/IEEE Design Automation Conf.,
pages 52–57, 1990.

[7] S. Minato, K. Satoh, and T. Sato. Compiling
Bayesian networks by symbolic probability calcu-
lation based on Zero-suppressed BDDs. In Proc.
of IJCAI’07, pages 2550–2555, 2007.

[8] T. Sato and Y. Kameya. Parameter learning of
logic programs for symbolic-statistical modeling.
J. of Artificial Intelligence Research, 15:391–454,
2001.

[9] L. De Raedt, K. Angelika, and H. Toivonen.
ProbLog: A probabilistic Prolog and its appli-
cation in link discoverry. In Proc. of IJCAI’07,
pages 2468–2473, 2007.

[10] M. Chavira and A. Darwiche. Compiling
Bayesian networks with local structure. In Proc.
of IJCAI’05, pages 1306–1312, 2005.

[11] R. Mateescu and R. Dechter. The relationship
between AND/OR search spaces and variable
elimination. In Proc. of UAI’05, pages 380–387,
2005.

[12] D. McAllester, M. Collins, and F. Pereira. Case-
factor diagrams for structured probabilistic mod-
eling. In Proc. of UAI’04, pages 382–391, Arling-
ton, Virginia, 2004.

[13] M. Richardson and P. Domingos. Markov logic
networks. Machine Learning, 62:107–136, 2006.



付録A GetOutsideExpe(U)とGetOut-

sideExpe*(U)の正当性

GetOutsideExpe(U)によって計算される ηx
θ [[X]]

が式 (5) の値 Pθ (X =x, F =f) と一致することを簡
単に示す. ここでも先ほどと同様, すべての s ∈ S
において |s| = 1 が成り立つ (どの変数もパラメタを
共有しない) と考える. まず U = F の場合を考える.
Qf

θ[F ] = 1,Qf̄
θ[F ] = 0 より, GetOutsideExpe(F )

中の e1
n, e0

n は単純に e1
n = Fθ[n]Bf

θ [Ch1(n)]θ[X], e0
n =

Fθ[n]Bf
θ [Ch0(n)]θ[X̄] と書ける. ここで X = Label(n)

である. Fθ[n]と Bf
θ [n]の定義より, e1

n は根節点から
節点 nの 1-枝を通って f 定数節点に至るすべてのパス
の確率の総和であることがわかる. したがって Φf

n,xを
{φ ∈ Φ | F (φ) = f} の要素のうち, φ に対応するパ
スが節点 nの x-枝を通るものすべての集合とすると,
e1
n =

∑
φ∈Φ1

n,1
Pθ (φ)と書ける. その一方で, GetOut-

sideExpe(F )が計算する ηx
θ

[
[X]

]
の値は以下のように

書ける.

η1
θ

[
[X]

]
=

∑
n∈NX(δU ) e1

n

+
∑

x∈{1,0}
∑

n∈DelxU (X) ex
nθ[X] (7)

η0
θ

[
[X]

]
=

∑
n∈NX(δU ) e0

n

+
∑

x∈{1,0}
∑

n∈DelxU (X) ex
nθ[X̄] (8)

ここで NX(δU ) = {n ∈ N(δU ) | Label(n) = X},
DelxU (X) = {n ∈ N(δU ) | X ∈ DelxU (n)} である.
BDDの削除規則では節点 nの両枝が同じ節点を指し
ているとき, nを削除する. よって, 節点 n′と Chx(n′)
の間に Label(n) = X なる節点 nが削除されていると
き, 削除を適用する前は n′ の x-枝の先に nがあり, そ
の両枝が Chx(n′)を指していたことが分かる. すると
n′の x-枝を通るパスは nの 1-枝を通るパスと 0-枝を通
るパスを一つにまとめたものであることがわかる. つ
まり n′ の ex

n′ は ex
n′ = ex

n′θ[X] + ex
n′θ[X̄] と二つに分け

ることができ, ex
n′θ[X] = ex

n, ex
n′θ[X̄] = e0

n であるとい
える. これより, 式 (7)(8)の第 2項は削除された節点 n

に対しても e1
nを足し合わせていることがわかる. よっ

て δX
U を δU の削除された Label(n) = X なる節点をす

べて復元したBDDとすると, 式 (7)(8)は以下のように
書きかえられる.

ηx
θ

[
[X]

]
=

∑
n∈NX(δX

U ) ex
n =

∑
n∈NX(δX

U )

∑
φ∈Φf

n,x
Pθ (φ)

= Pθ (F =f, X =x) (9)

これより, GetOutsideExpe(F )は実際には削除され
た節点を復元することなく, 式 (5) と同じ値を計算し
ていることがわかる. X ∈ U のときは ηx

θ

[
[X]

]
の代

わりにQx
θ[X]を更新する. ここでQx

θ[X]は ηθ の更新

式を自身のパラメタで割って更新しているだけなので,
Qx

θ[X] = Pθ (F =f, X =x) /θ[X]であるといえる. よっ
て以下が成り立つ.

Qx
θ[X] = Pθ (F =f | X =x) (10)

次にGetOutsideExpe(U) (U 6= F ) について考え
る. ここで Qu

θ[U ]はすでに計算されており, 式 (10)よ
りQu

θ[U ] = Pθ (F =f | U =u)を満たす. また先と同様
に Fθ[n]と Bu

θ [X]の定義より Fθ[n]Bu
θ [Ch1(n)]θ[X] =∑

φ∈Φu
n,1

Pθ (φ), Fθ[n]Bu
θ [Ch0(n)]θ[X̄] =

∑
φ∈Φu

n,0
Pθ (φ)

と書ける. これより以下が成り立つ.

ex
n = Pθ (F =f | U =1)

∑
φ∈Φ1

n,1
Pθ (φ)

+ Pθ (F =f | U =0)
∑

φ∈Φ0
n,1

Pθ (φ) (11)

更に先と同様に式 (7)(8)に式 (11)を代入して.

ηx
θ

[
[X]

]
= Pθ (F =f | U =1)

∑
n∈NX(δX

U )

∑
φ∈Φ1

n,x
Pθ (φ)

+ Pθ (F =f | U =0)
∑

n∈NX(δX
U )

∑
φ∈Φ0

n,x
Pθ (φ)

= Pθ (F =f | U =1) Pθ (U =1 | X = x)

+ Pθ (F =f | U =0) Pθ (U =0 | X = x)

= Pθ (F =f,X =x) (12)

を得る. また同様にX ∈ Uのとき

Qx
θ[X] = Pθ (F =f,X =x) (13)

が成り立つことがわかる. 式 (9)(12)よりすべての U ∈
Uにおいて GetOutsideExpe(U)は式 (5)と同じ値
を計算することが確認できた.
次に GetOutsideExpe*(U) によって計算される

ηx
θ [[X]]がGetOutsideExpe(U)によって計算される
それと等しいことを説明する. GetOutsideExpe(U)
ではすべての節点とすべての削除された節点において
ηθを更新する. これに対してGetOutsideExpe*(U)
ではすべての節点に対して ηx

θ

[
[X]

]
と ζ[X] を更新す

る. ここで ζ[X]は以下を満たすように定義された値で
ある.

∑
Y ∈V(δU ):Y≺X ζ[Y ] =

∑
x∈{1,0}

∑
n∈DelxU (X) ex

n

つまり
∑

Y ∈V(δU ):Y≺X ζ[Y ]θ[X]は式 (7)の第 2項と一
致する. これより GetOutsideExpe(U)が計算する
ηx

θ

[
[X]

]
とGetOutsideExpe*(U)が計算するηx

θ

[
[X]

]

は一致することがわかる.


