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Abstract: We extend the BDD-EM algorithm, which is an expectation-maximization (EM)
algorithm working on binary decision diagrams (BDDs), for shared BDDs (SBDDs) with negative
edges. BDDs are used as a compact expression of Boolean formulas and moreover the use of SBDDs
and negative edges is expected to reduce the time and space in the case where we have some similar
partial structures. We show that the proposed algorithm which utilizes SBDD with negative edges
for bipartite noisy-OR network reduces time and space in executing the EM algorithm.

1 はじめに

Binary decision diagram (BDD) [1, 2]は論理関数を
コンパクトに表現する有向非循環グラフである. BDD
は多方面で使われているが, BDD の新たな応用とし
て, BDDによって表現された確率モデル上で動作する
expectation-maximization (EM)アルゴリズム [4]であ
る BDD-EMアルゴリズムが提案されている [12]. EM
アルゴリズムは不完全データに対して最尤推定を行う
アルゴリズムであり, BDD-EMアルゴリズムは観測命
題 F が確率的命題変数 X1, . . . , Xk の BDDで表現さ
れるとき, F の観測値から隠れ変数である X1, . . . , Xk

が真偽をとる確率を BDDのサイズに比例する計算量
で学習する. BDD-EM アルゴリズムが扱う BDD は
ROBDD[1, 2] に限られおり, 複数の ROBDD を 1 つ
のROBDDに統合して表現する Shared BDD (SBDD)
[8]や互いに否定関係にある部分グラフを共有する否定
枝 [1]を含む BDDは扱えない. SBDDや否定枝は複数
の BDDを同時に構築する際の計算量とそれを表現す
るメモリを削減できることから, これらの利用により
BDD-EMアルゴリズムの計算量と使用するメモリを削
減する効果が期待できる. そこで本論文はBDD-EMア
ルゴリズムを否定枝を含む SBDDに対しても実行でき
るように拡張する.
本論文では, 2 章で我々が扱う問題とその問題に対

する EM アルゴリズムの定式化を行い, 3 章で BDD,
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SBDD, 否定枝について説明した後, 4 章で BDD-EM
アルゴリズムを紹介する. そして 5章で BDD-EMア
ルゴリズムを否定枝を含む SBDDに拡張する提案アル
ゴリズムを示し, 6章で二部 noisy-OR ネットワークに
おいて提案手法を用いることで確かに BDD-EMアル
ゴリズムの計算量が削減できることを確認する. 最後
に関連研究を 7章,まとめを 8章で述べる.

2 準備

2.1 問題設定

ここでは本論文が扱う問題を定義する. 我々はN個の
観測可能な事象とそれらの背後にある k個の観測不可能
な事象を定義し,各時刻 tにおいて観測可能なN 個の事
象のうちいずれかについてそれが起こったかどうかを観
測する1. N 個の観測可能な事象はN 個の確率的命題変
数 F1, . . . , FN により表現され, Fi =1 (Fi =0) は Fiが
表す事象が起こったこと (起こらなかったこと)を表す.
集合 {F1, . . . , FN} を F により表し, これらを観測命
題と呼ぶ. F (t)(∈ F )を時刻 tに観測した事象を表す観
測命題,その観測値を f (t)(∈ {0, 1})とすれば,時刻 1か
ら T までの観測列Oは {(F (1), f (1)), . . . , (F (T ), f (T ))}
と表現される. これに対して k 個の観測不可能な事象
を k個の確率的命題変数X1, . . . , Xk により表し, これ
らを基本命題と呼ぶ. 基本命題は互いに独立に確率的

1同時に 2 つ以上の事象を観測できる場合, それらをまとめて 1
つの事象とすることでこの条件に当てはめることが可能である.



に 0, 1の値をとり, 基本命題の集合 VF に対する値の割
り当て X1 = x1, . . . , Xk = xk (x1, . . . , xk ∈ {0, 1})を
φ = {(X1, x1), . . . , (Xk, xk)}と表現する. 本論文では
すべての観測命題 Fi ∈ F は基本命題 VF の論理関数に
より表現できるとする. 従って, VF に対する値の割り
当て φが決まれば, すべての Fi ∈ F の値も一意に決ま
る. これより, Xi ∈ VF が真偽をとる確率 P (Xi = x)
(x ∈ {0, 1}) が分かれば, Fiが真偽をとる確率も計算で
きる. 本論文では, 時刻 1から T までの観測列 Oを得
たとき, 観測列 Oを得る確率を最大化するように各基
本命題Xi ∈ VF が真偽をとる確率を学習することを目
的とする.
例として次のような遅刻に関する問題を考える. 大

学生 A,B はときどき学校に遅刻し, A, B の共通の友
人 C は彼らが遅刻するかどうかを毎朝観測する. ただ
し, 彼らは毎朝同じ授業を取っているとは限らないの
で, C は A,B 両方の遅刻の有無を観測できる日もあ
れば, どちらか一方しか観測できない日もある. 例え
ば C の五日間の観測が「Aは遅刻した」「B は遅刻し
た」「Aは遅刻しなかった」「A,Bともに遅刻した」「B

は遅刻しなかった」であったとする. すると観測命題
LA, LB , LABをそれぞれ「Aは遅刻した」「Bは遅刻し
た」「A,B ともに遅刻した」と定義すれば, 観測列 O
は {(LA, 1), (LB , 1), (LA, 0), (LAB, 1), (LB , 0)}と表現
できる. これに対して, A,Bの遅刻の原因となる観測で
きない事象がいくつか存在する. Aは毎朝バスで通学
し, Bは晴れの日は自転車, 雨の日はバスで通学すると
しよう. 道路が渋滞するとバスが遅れ, バスに乗ってい
る者は遅刻する. また, A,Bはともに自分の時計が壊れ
ていると遅刻する. 基本命題H,R,CA, CB をそれぞれ
「道路が渋滞する」「雨が降る」「Aの時計が壊れている」
「B の時計が壊れている」と定義すれば, LA, LB , LAB

は以下のように基本命題の論理関数で表現される.

LA ⇔ CA ∨ H

LB ⇔ CB ∨ (R ∧ H)

LAB ⇔ (CA ∨ H) ∧ (CB ∨ (R ∧ H))

この例における問題とは, 5日間の観測列Oと観測命題
と基本命題の関係を表す上記の論理関数から基本命題
H,R,CA, CBが真偽を取る確率を学習することである.

2.2 EMアルゴリズム

2.1節で定義した問題では,各時刻のに観測した観測命
題とその値の対の列O={(F (1), f (1)), . . . , (F (T ), f (T ))}
が与えられる. しかし, そのときの基本命題 VF に対す
る値の割り当て φを知ることはできない. このような
不完全な観測データから最尤法を用いて確率値を学習
するアルゴリズムとして, EMアルゴリズム [4]が知ら

れている. EMアルゴリズムは観測列 Oに対する対数
尤度を最大化するような各基本命題 Xi ∈ VF が真偽
をとる確率 P (Xi = x) (x ∈ {0, 1}) を Expectation
step (E-step)とMaximization step (M-step)を繰
り返すことで推定する. ここでは 2.1節で定義した問
題に対して定式化された EMアルゴリズムを示す.
まず, EMアルゴリズムの最大化の対象である観測列

Oに対する対数尤度の計算式を導出する. 観測命題は基
本命題の論理関数で表現されるため, 基本命題Xi ∈ VF

が真偽をとる確率 P (Xi = x) (x ∈ {0, 1})から観測列
Oを得る確率を計算できる. Xi ∈ VF は互いに独立で
あるが, 中には同一の確率分布に従うものも存在する.
Xi, Xj ∈ VF (i 6= j) が同一の確率分布に従うとき, Xi

とXj は i.i.d (独立同分布) であるという. VF を互いに
i.i.d.である基本命題の部分集合 π (⊆ VF )の集まりに
分割したとき, 個々の部分集合 π を i.i.d.集合と呼び,
すべての i.i.d.集合の族を ΠF と表現する. X ∈ VF が
属する i.i.d.集合を πX で表すと, X の確率分布はパラ
メータ θ(πX ,x) (x ∈ {0, 1}, 0 ≤ θ(πX ,x) ≤ 1) を用いて
以下で表現される.

P (X =x)=θ(πX ,x) (θ(πX ,0) + θ(πX ,1) =1)

すべてのパラメータの集合を θ={θ(π,x) | π ∈ ΠF , x ∈
{0, 1}}と書くと, θが与えられたときに VF が割り当て
φが指定した値をとる確率 Pθ(φ)は以下のように計算
できる.

Pθ(φ) =
∏

(X,x)∈φ

θ(πX ,x)

ΦをVF に対するすべての値の割り当ての集合, Φ(Fi, fi)
(Fi ∈ F, f ∈ {0, 1}) を φ ∈ Φのうち Fi = fi となる割
り当ての集合とすれば, 観測列Oを得る確率 Pθ(O)は
以下のように計算される.

Pθ(O) =
∏

(F (t),f(t))∈O

Pθ(F (t) =f (t))

=
∏

(F (t),f(t))∈O

∑
φ∈Φ(F (t),f(t))

Pθ(φ)

=
∏

(F (t),f(t))∈O

∑
φ∈Φ(F (t),f(t))

∏
(X,x)∈φ

θ(πX ,x)

観測対 (Fi, fi)が観測列Oに表れる回数を δ(Fi,fi)で表
し, δ(Fi,fi) ≥ 1である観測対の集合を O と表現する.
すると現在のパラメータ θにおける観測列Oに対する
対数尤度 log LO(θ)は次式で与えられる.

log LO(θ) = log Pθ(O)

=
∑

(Fi,fi)∈O

δ(Fi,fi) log

 ∑
φ∈Φ(Fi,fi)

∏
(X,x)∈φ

θ(πX ,x)

 (1)



最後に観測列Oに対する対数尤度 log LO(θ)を極大
化するパラメータ θ̂ は以下で定式化される E-step と
M-stepを交互に繰り返すことで推定される.

E-step: 条件付き期待値 ηx
θ [π] (π ∈ ΠF , x ∈ {0, 1})

を計算する.

ηx
θ [π] =

∑
(Fi,fi)∈O

δ(Fi,fi)

∑
φ∈ΦF (Fi,fi)

σπ,x(φ)Pθ(φ|Fi =fi)

(2)

ここで σπ,x(φ)= |{X ∈ π|(X,x) ∈ φ}|である.

M-step: パラメータ θ(π,x) (π∈ΠF , x∈{0, 1})を

θ̂(π,x) := ηx
θ [π]/(η1

θ[π] + η0
θ[π]) (3)

に更新する.

式 (2)の条件付き期待値 ηx
θ [π]は「観測列 Oを得たと

き, X ∈ πが値 xで表れる回数の期待値」を意味する.
2.1節の遅刻の例題に対して EMアルゴリズムを実

行しよう. まず基本命題 VF = {H,R,CA, CB}を i.i.d.
集合に分割する. CA と CB は A,B の時計が壊れてい
ることを表しているが, Aと B は同じ型の時計を使っ
ていると仮定すれば, CA と CB は i.i.d.であると考え
ることができる. すると VF は πH = {H}, πR = {R},
πC = {CA, CB} の 3 つの i.i.d. 集合に分割でき, パラ
メータは θ(πH ,x), θ(πR,x), θ(πC ,x) (x ∈ {0, 1})の 6つと
なる. これよりこの例題に対する E-stepは 6つの条件
付き期待値 ηx

θ [πH ], ηx
θ [πR], ηx

θ [πC ] (x ∈ {0, 1})を計算
し, M-stepは条件付き期待値を用いて θ(πH ,x), θ(πR,x),
θ(πC ,x) を更新する. この 2ステップをパラメータが十
分に収束するまで交互に繰り返すことで, 観測列に対す
る尤度を極大化するパラメータを得ることができる.
しかし,ここで定式化したEMアルゴリズムを実行す

るには困難がある. 対数尤度 (式 (1))や条件付き期待値
(式 (2))の計算において, Φ(Fi, fi) (Fi ∈ F , fi ∈ {0, 1})
は Fiの真理値表の Fi =fiとなる行の集合に対応する.
このため式 (1)(2)の計算は真理値表に沿って行われ,そ
の計算量は基本命題の数 kに対して指数オーダーとな
る. この困難を解決するため, 論理関数を真理値表よ
りコンパクトに表現する手法として知られているBDD
を用いて確率, 条件付き期待値計算を行うBDD-EMア
ルゴリズムが提案されている [12]. 3章では BDDにつ
いて説明し, 4章で BDD-EMアルゴリズムについて説
明する.

3 Binary decision diagram

Binary decision diagram (BDD)[1, 2]は論理関
数 F をコンパクトに表現する有向非循環グラフである.

命題変数X1, . . . , Xkの論理関数F を表現するBDDは
X1, . . . , Xk のいずれかでラベル付けされた変数節点と
1又は 0でラベル付けされた定数節点によって構成さ
れる. 節点 nの変数ラベルを Var (n)で表わす. すべ
ての変数節点 nは 2つの子節点 1-childと 0-childを持
ち, それぞれを Ch1(n) ,Ch0(n)で表す. nから Ch1(n)
(Ch0(n))に至る辺のことを 1-枝 (0-枝) と呼び 〈n, 1〉
(〈n, 0〉)と書く. 一方始点が存在しない辺を入力枝と呼
び, 入力枝が指す節点を根節点と呼ぶ. F を表現する
BDDの根節点から f 定数節点 (f ∈ {0, 1})に至るす
べてのパスの集合を PF

f で表し, パス ρ ∈ PF
f は F が

値 f を取る X1, . . . , Xk に対する値の割り当てを表す.
パス ρは節点と枝が交互に表れる順列で表現され, ρが
表現する値の割り当て φρ は ρに含まれる枝を用いて
{(Var (n) , x) | 〈n, x〉 ∈ ρ}と表現される.
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図 1: LB を表す (a)真理値表, (b)BDT, (c)ROBDD

図 1 の (a)(b) は遅刻の例の論理関数 LB ⇔ CB ∨
(R∧H)を表した真理値表と対応するBDDである. 図
1(b)のように完全二分木である BDDのことを binary
decision tree (BDT) と呼ぶ. BDD中の実線は 1-枝を,
破線は 0-枝を表す. 図 1(b)上のパス

ρ={CB , 〈CB , 0〉, R, 〈R, 0〉, B, 〈H, 0〉, 0 }

は値の割り当てが {(CB , 0), (R, 0), (H, 0)}であるとき
LB = 0であることを表し, これは LB の真理値表の 1
行目に対応する. BDT上の根節点から定数節点に至る
パスは真理値表の各行と 1対 1に対応する.
同じ論理関数を表現する BDDは複数種類存在する.

例えば図 1(c)も図 1(b)と同様に LB を表現する BDD
である. 図 1(c)の BDDは BDTと比較して節点数が
少ないが, これは BDT中のいくつかの節点は簡略化規
則によって削除または共有化されるからである. 節点 n

の両枝が同じ節点を指しているとき nは削除され, 節
点 n, n′ において Var (n)=Var (n′), Chx(n)=Chx(n′)
(x ∈ {0, 1}) であるとき nと n′ は共有化される. それ
以上簡略化できないBDDのことを reduced BDDと呼
び,更にパスに表れる変数の順序 (変数順序)が一意であ
るとき, これを reduced orderd BDD (ROBDD)
と呼ぶ. ROBDDは論理関数と変数順序に対して一意
に決まる. 図 1(c)は変数順序を CB , R,H としたとき



の LB を表す ROBDD である. 図 1(c) 上のパス ρ =
{CB , 〈CB , 1〉, 1 }は, CB = 1のとき LB = 1であるこ
とを表すが, これは LB の真理値表の下 4行に対応す
る. このように ROBDDは真理値表を圧縮する効果が
ある. ROBDDのサイズは変数順序に依存するが, 最適
な変数順序を見つけることはNP-hardであることが知
られているが [5], よい変数順序を発見するヒューリス
ティックも多く提案されている [8]. 本論文では特に断
りのない限り ROBDDを扱うことにし, 以後 ROBDD
を BDDと呼ぶ.
遅刻の例の観測命題 F ={LA, LB , LAB}を BDDで

表現すると図 2(a)のようになる. このように論理関数の
集合は BDDの集合で表現される. しかし, この 3つの
BDDはすべて Var (n)=H, Ch1(n)= 1 , Ch0(n)= 0
なる節点 n を持っている. 複数の論理関数を複数の
BDDで表現する場合, 複数の BDDに同型な部分グラ
フが表れることがある. このような冗長性を解消する
ため, 複数の BDDを効率的に扱う技術として shared
BDDと否定枝技法が提案されている. 以下ではこの 2
つの技術について説明する.
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図 2: LA,LB ,LABを表現するROBDD(a)と SBDD(b)

3.1 Shared BDD

Shared BDD (SBDD)[8] は複数の BDD を統合
して 1つの BDDとして表現する. 例えば, 図 2(a)の
LA, LB , LAB を表す 3つの BDDは, 図 2(b)のように
1つ SBDDで表現できる. N 個の論理関数 F1, . . . , FN

を表現する SBDDは N 本の入力枝を持ち, Fi に対応
する入力枝が指す節点を「Fiの根節点」と呼ぶ. Fiの
根節点から f 定数節点 (f ∈ {0, 1})に至るすべてのパ
スの集合を PFi

f と表現し, パス ρ ∈ PFi

f は値の割り当
てが φρ であるとき Fi = f であることを表現する. 例
えば図 2(b)の SBDDにおいて, LA の根節点 CA から
1定数節点に至るパス ρ= {CA, 〈CA, 1〉, 1 }は CA =1
のとき LA =1であることを表す.
複数の BDDを 1つの SBDDで統合的に表現するこ

とは, 部分グラフを共有化しメモリを削減するだけで
なく, 同じ BDD を再構築する時間を削減する効果も

ある. 複数の論理関数を SBDDで表現するには, すべ
ての論理関数で共通の変数順序を定義する必要がある.
SBDDのサイズもBDDと同様, 変数順序に依存するが
SBDDに対しても有効な変数順序を発見するヒューリ
スティックが提案されている [8]. 複数のBDDを SBDD
で表現することで, 多くの場合は節点数を削減するこ
とが可能だが, 変数順序や表現する論理関数によっては
SBDDを利用することでかえって節点数が増加するこ
ともある.

3.2 否定枝

論理関数 F の 1定数節点と 0定数節点を入れ替える
と, ¬F を表現する BDDとなる. つまり, F と ¬F の
BDD は定数節点を除いて同型である. 互いに否定同
士の関係にある BDDを共有化する手法として否定枝
技法[1]が提案されている. 否定を表す記号○が付加さ
れた枝である否定枝はそれ以下の部分グラフにおいて
論理を反転させる効果を持つ. 例えばパス ρが 1定数
節点に至るとき, ρが否定枝を奇数本含む場合, ρにお
いてその 1定数節点は論理的に 0定数節点を意味する.
ROBDDの一意性が失われないよう, 否定枝の使用は
1-枝にのみ制限されており, 1-枝が指す 1定数節点はす
べて否定枝で 0定数節点に変換する.
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図 3: (a)LĀB の BDD, (b)LA,LB ,LAB , LĀB の SBDD

例えば遅刻の例題において先の 5日間の観測に加えて
「Aは遅刻したがBは遅刻しなかった」を観測したとす
る. この観測事象を表現する観測命題 LĀB は基本命題
を用いてLĀB ⇔ ¬(CA∨H)∧(CB∨(R∧H))と表現で
きる. 図 3(a)はLĀBを表現するBDDであるが,これと
先の観測命題を表現した SBDD (図 2(b))を比較すると
共有可能な変数節点は存在しない. しかし,図 3(a)の枝
〈CB , 1〉以下の部分グラフは¬LAを表しており,これは
否定枝を用いて図 2(b)の LAを表す部分グラフと共有
化できる. 図 3(b)は観測命題F ={LA, LB , LAB, LĀB}
を否定枝を含む SBDDで表現したものである. F を 4
つの BDDで表現すると変数節点の総数が 12個となる
のに対して, 否定枝を含む SBDDで表現すると変数節
点は 6つに削減される.



4 BDD-EMアルゴリズム

4.1 BDD-EMアルゴリズムの修正

2.2節で定式化した EMアルゴリズムを実行するに
は観測列Oに対する対数尤度 (式 (1))及び条件付き期
待値 (式 (2))を計算する必要がある. しかし, 式 (1)(2)
は観測命題 Fi ∈ F を表現する真理値表に沿って計算を
行うため, その計算量は基本命題の数 k に対して指数
オーダーとなる. そこで真理値表を圧縮する効果のあ
る BDDを用いてこの計算時間を短縮する BDD-EM
アルゴリズムが提案されている [12]. BDD-EM アル
ゴリズムは各観測命題 Fi ∈ F を BDD ∆Fi で表現し,
その上で動的計画法を用いて確率計算を行うことで式
(1)(2)で定義される対数尤度, 条件付き期待値を高速に
計算する. BDD-EMアルゴリズムの E-stepの計算量
は観測命題を表現する BDDの総節点数に比例する.
簡略化規則により BDD中の節点を削除することは

真理値表を圧縮する効果がある一方, 条件付き期待値計
算を困難にする. 文献 [12]で記述される BDD-EMア
ルゴリズムは削除された節点を数値的に復元すること
で式 (2)の条件付き期待値を計算する. これに対して,
BDD ∆Fi (Fi ∈ F ) の集合 ∆F を用いて EMアルゴリ
ズムを定式化しなおす. これは文献 [7]での確率変数の
変換を参考にしており, この変換により条件付き期待値
ηx

θ [π] (π ∈ ΠF , x ∈ {0, 1}) の定義を式 (4)に書き換え
られ, 削除された節点を考慮することなく計算する.

ηx
θ [π] =

∑
(Fi,fi)∈O

δ(Fi,fi)

∑
ρ∈PFi

fi
(π,x)

σπ,x(φρ)Pθ(φρ|Fi =fi)

(4)

式 (4)の ηx
θ [π]は「観測列 Oを得たとき, Var (n) ∈ π

なる節点 nの x-枝 〈n, x〉が BDD上のパス中に表れる
回数の期待値」を意味し, これを用いた EMアルゴリ
ズムは対数尤度の単調増加が保証される (証明略).

∆F を用いて定式化し直したBDD-EMアルゴリズム
の E-stepと M-stepは Proc. 1と Proc. 2によって実
行される. Proc. 1中の Backward(∆Fi)は∆Fi のす
べての節点 nに対して後ろ向き確率 B1

θ [n] ,B0
θ [n]を,

Forward(∆Fi)は前向き確率 Fθ [n]を計算し, Proc. 2
はそれらの確率を用いて式 (4)で定義される条件付き
期待値を計算する. そしてMstep(ΠF )は計算した条
件付き期待値を用いてすべてのパラメータ θ(π,x) を式
(3)に従って更新する. 後ろ向き・前向き確率と条件付
き期待値の計算法については 4.2, 4.3節で述べる.

4.2 後ろ向き確率, 前向き確率の計算

節点 nの後ろ向き確率 Bx
θ [n] (x ∈ {0, 1}) とは nか

ら x定数節点に至る確率である. 定義より明らかに定

Procedure 1 Estep(∆F )
1: for all ∆Fi ∈ ∆F

2: Backward(∆Fi);
3: Forward(∆Fi);
4: Expectation(∆Fi);
5: end for

Procedure 2 Mstep(ΠF )
1: for all π ∈ ΠF , x ∈ {0, 1}
2: θ(π,x) := ηx

θ [π]/(η1
θ [π] + η0

θ [π]);
3: end for

数節点 1 , 0 において以下が成り立つ.

B1
θ

[
1

]
=1, B1

θ

[
0

]
=0, B0

θ

[
1

]
=0, B0

θ

[
0

]
=1

これに対して∆Fi のすべての変数節点の集合をNFi で
表すと, n ∈ NFi の後ろ向き確率はその子節点の後ろ
向き確率を用いて以下により再帰的に計算できる (x ∈
{0, 1}).

Bx
θ [n] = θ(πn,0)Bx

θ [Ch0(n)] + θ(πn,1)Bx
θ [Ch1(n)]

ここで πnは nにラベル付けられている変数Var (n)が
属する i.i.d.集合 πVar(n) の省略形である. NFi を∆Fi

の構造に従ってトポロジカル順序を与えれば, 後ろ向き
確率は動的計画法に基づいて順序の遅い節点から計算
することにより, |NFi |に比例する時間で計算される.
一方節点 nの前向き確率Fθ [n]とは∆Fi の根節点か

ら nに至る確率である. NFi にトポロジカル順序を与
えたとき, 順序が iである節点を ni で表せば, n1 は根
節点に一致する. 定義より明らかに Fθ [n1]=1が成り
立つ. これより変数節点 nの前向き確率は, その親節点
集合 Pax (n) = {n′ ∈ NFi | Chx(n′) = n} (x ∈ {0, 1})
を用いて以下により再帰的に計算される.

Fθ [n] =
∑

n′∈Pa0(n)

θ(πn′ ,0)Fθ [n′] +
∑

n′∈Pa1(n)

θ(πn′ ,1)Fθ [n′]

n′ ∈ Pax (n)は nより早いトポロジカル順序を持つこ
とから, 前向き確率は順序の早い節点から順に計算する
ことで |NFi |に比例する計算量で求められる.

4.3 条件付き期待値の計算

式 (4) で定義した条件付き期待値 ηx
θ [π] (π ∈ ΠF ,

x ∈ {0, 1})は後ろ向き確率と前向き確率を用いて計算
される. PFi

f (n, x) (Fi ∈ F , f ∈ {0, 1}, n ∈ NFi)を
∆Fi の根節点から f 定数節点に至るパスのうち 〈n, x〉
を含むパスの集合とすれば, 式 (4)は以下のように書き
換えられる.

ηx
θ [π] =

∑
(Fi,fi)∈O

δ(Fi,fi)

∑
n∈NFi

(π)

∑
ρ∈PFi

fi
(n,x)

Pθ(φρ|Fi =fi)



ここで NFi(π)は π に属する基本命題でラベル付けら
れた節点の集合である. ηx

θ [π]を計算するため, 以下で
定義される pn[x|Fi =f ]を導入する.

pn[x|Fi =f ] ≡ Fθ [n] θ(πn,x)Bf
θ [Chx(n)] /Bf

θ [n1]

後ろ向き, 前向き確率の定義より, Bf
θ [n1] は Fi の根

節点から f 定数節点に至る確率 Pθ(Fi = f)を意味し,
Fθ [n] θ(πn,x)Bf

θ [Chx(n)]はパス ρ ∈ PFi

f が 〈n, x〉を含
む確率を意味する. pn[x|Fi =f ]は「Fi =f を得たとき,
枝 〈n, x〉が∆Fi 上のパスに含まれる確率」を意味し,

pn[x|Fi =f ] =
∑

ρ∈PFi
f (n,x)

Pθ(φρ|Fi =f)

と書ける. これより ηx
θ [π]は pn[x|Fi =f ]を用いて以下

のように書き換えることができる.

ηx
θ [π]=

∑
Fi∈F

∑
n∈NFi

(π)

∑
f∈{0,1}

δ(Fi,f)pn[x|Fi =f ] (5)

式 (5) で定義される条件付き期待値は, Proc. 3 で定
義される Expectation(∆Fi) をすべての ∆Fi ∈ ∆F

に対して実行することで計算できる. ∆Fi に対する
Expectation(∆Fi)の計算量は |NFi |に比例するので
Estep(∆F ) 全体の計算量は全 BDD のサイズの総和∑

Fi∈F |NFi |に比例する.

Procedure 3 Expectation(∆Fi)
1: for n ∈ NFi , x ∈ {0, 1} do
2: for all f ∈ {0, 1}
3: pn[x|Fi =f ]=Fθ [n]Bf

θ [Chx(n)] θ(πn,x)/Bf
θ [n1];

4: end for
5: ηx

θ [n]+= δ(Fi,0)pn[x|Fi =0] + δ(Fi,1)pn[x|Fi =1];
6: end for

5 提案アルゴリズム

4 章で説明した BDD-EM アルゴリズムは観測命題
F1, . . . , FN を N 個の BDDで表現し, それらの上で確
率計算を行うことで BDDの総節点数に比例する計算
量で E-stepを実行した. その一方複数の BDDを効率
的に表現する手法として SBDDや否定枝技法が提案さ
れているので本論文では BDD-EMアルゴリズムを否
定枝を含む SBDD上で実行できるよう拡張する.
式 (4)の条件付き期待値 ηx

θ [π] (π ∈ ΠF , x ∈ {0, 1})
は,観測命題F ={F1, . . . , FN}を表現したN個のBDD
を用いて EMアルゴリズムを定式化することにより得
られたが, F を表現する否定枝を含む SBDD ∆F を用
いて定式化したときも同じ式が得られる (証明略). 観測
命題F ={F1, . . . , FN}を表現した SBDD ∆F のすべて
の節点の集合をNF で表すと, n ∈ NF は複数の観測命

題によって共有されることがある. そこで SBDD上で
動作するBDD-EMアルゴリズムは確率 pn[x|Fi =f ]に
変わって,以下で定義される期待値Eθ[〈n, x〉] (n ∈ NF ,
x ∈ {0, 1})を計算する.

Eθ[〈n, x〉] =
∑

(Fi,fi)∈O

∑
ρ∈PFi

fi
(n,x)

δ(Fi,fi)Pθ(φρ|Fi =fi)

Eθ[〈n, x〉]は「観測列Oを得たとき, 枝 〈n, x〉が∆F 上
のパスに含まれる回数の期待値」を意味し, これを用い
て式 (4)の ηx

θ [π]は以下のように書き換えられる.

ηx
θ [π]=

∑
n∈NF (π)

Eθ[〈n, x〉] (6)

Eθ[〈n, x〉]は SBDDの節点 n ∈ NF に対して, 否定枝
を考慮した後ろ向き確率 B1

θ [n] ,B0
θ [n]と, 前向き期待

値F1
θ [n] ,F0

θ [n]を用いて計算できる. これより SBDD
に対するBDD-EMアルゴリズムのE-stepはProc. 4の
ように,後ろ向き計算と前向き期待値を計算するBack-

ward(∆F )と Forward(∆F ), そして条件付き期待値
を計算する Expectation(∆F )を用いて実行できる.

Procedure 4 Estep(∆F )
1: Backward(∆F );
2: Forward(∆F );
3: Expectation(∆F );

否定枝を含む SBDDの節点 n ∈ NF の後ろ向き確率
はBDDのそれと異なる. 否定枝はそれ以下の部分グラ
フで論理を反転させるため, 1定数節点に至るパス ρに
否定枝が奇数本含まれるとき, その 1定数節点は論理
的に 0定数節点を意味する. 節点 n ∈ NF に対する後
ろ向き確率 Bx

θ [n] (x ∈ {0, 1})は「節点 nから論理的
に x定数節点に至る確率」と定義し, 以下で計算する.

Bx
θ [n] = θ(πn,0)Bx

θ [Ch0(n)]

+

{
θ(πn,1)Bx

θ [Ch1(n)] 〈n, 1〉が通常枝
θ(πn,1)B1−x

θ [Ch1(n)] 〈n, 1〉が否定枝

後ろ向き確率は Backward(∆F ) (Proc. 5) によって
|NF |に比例する時間で計算される.

SBDD上で動作する BDD-EMアルゴリズムは条件
付き期待値 ηx

θ [π] (π ∈ ΠF , x ∈ {0, 1})を枝 〈n, x〉 (n ∈
NF )の期待値 Eθ[〈n, x〉]を用いて計算する. Eθ[〈n, x〉]
を計算するために前向き期待値 F1

θ [n] ,F0
θ [n]を定義す

る. F1
θ [n] (F0

θ [n]) は「観測列 Oを得たとき, n ∈ NF

が∆F 上のパスに含まれる回数の期待値」のうち, 節点
nから論理的に 1定数節点 (0定数節点)に至るパスにつ
いてのみ考えた値である. PFi

n (e) (PFi
n (o))を ρ ∈ PFi

n

のうち否定枝を偶数 (奇数)本含むパスの集合とすれば,



Procedure 5 Backward(∆F )
1: // initialize

2: B1
θ

h

1
i

=1; B1
θ

h

0
i

=0; B0
θ

h

1
i

=0; B0
θ

h

0
i

=1;

3: // backward prob.
4: for i = |NF | to 1 do
5: π = πVar(ni);
6: if 〈ni, 1〉 is not a negative edge then
7: B1

θ [ni] = θ(π,0)B1
θ [Ch0(ni)] + θ(π,1)B1

θ [Ch1(ni)];

8: B0
θ [ni] = θ(π,0)B0

θ [Ch0(ni)] + θ(π,1)B0
θ [Ch1(ni)];

9: else if 〈ni, 1〉 is a negative edge then
10: B1

θ [ni] = θ(π,0)B1
θ [Ch0(ni)] + θ(π,1)B0

θ [Ch1(ni)];

11: B0
θ [ni] = θ(π,0)B0

θ [Ch0(ni)] + θ(π,1)B1
θ [Ch1(ni)];

12: end if
13: end for

F1
θ [n], F0

θ [n]は以下の式によって計算される.

F1
θ [n] =

∑
Fi∈F

( ∑
ρ∈PFi

n (e)

δ(Fi,1)Pθ(φρ|Fi =1)

+
∑

ρ∈PFi
n (o)

δ(Fi,0)Pθ(φρ|Fi =0)

)

F0
θ [n] =

∑
Fi∈F

( ∑
ρ∈PFi

n (e)

δ(Fi,0)Pθ(φρ|Fi =0)

+
∑

ρ∈PFi
n (o)

δ(Fi,1)Pθ(φρ|Fi =1)

)

前向き期待値は Forward(∆F ) ( Proc. 6) によって計
算され,その計算量は SBDDのサイズ |NF |に比例する.

Procedure 6 Forward(∆F )
1: // initialize
2: for all n ∈ NF

3: F1
θ [n] = 0; F0

θ [n] = 0;
4: end for
5: for all Fi ∈ F
6: n = Root (Fi); // The root node of Fi

7: if n is not referenced by a negative edge then
8: Fx

θ [n]+= δ(Fi,x)/Bx
θ [n] for x ∈ {0, 1};

9: else if n is referenced by a negative edge then
10: F1−x

θ [n]+= δ(Fi,x)/Bx
θ [n] for x ∈ {0, 1};

11: end if
12: end for
13: // forward prob.
14: for i = 1 to |NF | do
15: if 〈ni, 1〉 is not a negative edge then
16: Fx

θ [Ch1(ni)]+= θ(πni
,1)Fx

θ [ni] for x ∈ {0, 1};
17: else if 〈ni, 1〉 is a negative edge then
18: F1−x

θ [Ch1(ni)]+= θ(πni
,1)Fx

θ [ni] for x ∈ {0, 1};
19: end if
20: Fx

θ [Ch0(ni)]+= θ(πni
,0)Fx

θ [ni] for x ∈ {0, 1};
21: end for

B1
θ [n]と F1

θ [n]の定義より, F1
θ [n] θ(n,0)B1

θ [Ch0(n)]
は「観測列 Oを得たとき, 枝 〈n, 0〉が ∆F 上のパスに

含まれる期待値」のうち, Ch0(n)から 1定数節点に至
るパスについてのみ考えた値である. これより枝 〈n, 0〉
(n ∈ NF )の期待値Eθ[〈n, 0〉]は以下の式で計算できる.

Eθ[〈n, 0〉] =
∑

f∈{0,1}

Ff
θ [n] θ(πn,0)Bf

θ [Ch0(n)] (7)

枝 〈n, 1〉が通常枝であれば式 (7)と同様にの Eθ[〈n, 1〉]
を計算できる. しかし 〈n, 1〉が否定枝であるとき, それ
以下で論理が入れ代わることを考慮してB1

θ [Ch1(n)]と
B0

θ [Ch1(n)]を入れ替える必要がある. これよりEθ[〈n, 1〉]
は以下の式で計算できる.

Eθ[〈n, 1〉] =
∑

f∈{0,1}

Ff
θ [n] θ(πn,1)Bf

θ [Ch1(n)] 〈n, 1〉が通常枝∑
f∈{0,1}

Ff
θ [n] θ(πn,1)B1−f

θ [Ch1(n)] 〈n, 1〉が否定枝

(8)

式 (7)(8)より ηx
θ [π]は Proc. 7によって NF のサイズ

に比例する計算量で求められる. 後ろ向き確率, 前向き
期待値の計算量も O(|NF |)であることから, 否定枝を
含む SBDDに対するBDD-EMアルゴリズムの E-step
の計算量は SBDDのサイズに比例する.

Procedure 7 Expectation(∆F )
1: for i = 1 to |NF | do
2: if 〈ni, 1〉 is not a negative edge then
3: η1

θ [ni]+=F1
θ [ni]B1

θ [Ch1(ni)] θ(πni
,1)

4: +F0
θ [ni]B0

θ [Ch1(ni)] θ(πni
,1);

5: else if 〈ni, 1〉 is a negative edge then
6: η1

θ [ni]+=F1
θ [ni]B0

θ [Ch1(ni)] θ(πni
,1)

7: +F0
θ [ni]B1

θ [Ch1(ni)] θ(πni
,1);

8: end if
9: η0

θ [ni]+=F1
θ [ni]B1

θ [Ch1(ni)] θ(πni
,0)

10: +F0
θ [ni]B0

θ [Ch1(ni)] θ(πni
,0);

11: end for

6 実験

複数の BDD 上で動作する BDD-EM アルゴリズム
の計算量は全 BDDのサイズの総和

∑
Fi∈F |NFi | に比

例し, 提案手法である否定枝を含む SBDD上で動作す
る BDD-EMアルゴリズムの計算量は SBDDのサイズ
|NFi |に比例する. つまり, 観測命題を表現する複数の
BDDを 1つの SBDDに統合することで節点が削減で
きれば, その上で動作する EMアルゴリズムの計算量
も削減される. 本論文では診断などでよく用いられて
いる 2部 noisy-OR ネットワークで表現される問題
に対して, SBDDを用いることでBDDの節点数を削減
できることを確認する.
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図 4: 2部 noisy-OR ネットワークの例

6.1 2部 noisy-OR ネットワーク

2部 noisy-ORネットワーク (bipartite noisy-OR net-
work) は複数の原因と複数の結果の関係を表現するベ
イジアンネットワークである. 図 4はN 個の原因 D=
{d1, . . . , dN} とM 個の症状 (結果) S = {s1, . . . , sM}
の関係を表現する 2部 noisy-OR ネットワークである.
原因 d ∈ Dはそれぞれ独立に 0, 1の値を確率的に取り,
症状 s ∈ SはN 個の原因のうちいくつかの原因に依存
して確率的に 0, 1の値を取る. d=1は原因 dが起きた
ことを表し, 同様に s=1は症状 sが現れたことを意味
する. 2部 noisy-OR ネットワークでは, 症状 s ∈ S と
それを引き起こす原因Pa (s) ⊆ Dの関係はnoisy-OR
により以下の論理関数により表現される.

s ⇔
∨

d∈Pa(s)

(d ∧ ¬I(d, s)) (9)

ここで I(d, s) (s ∈ S, d ∈ Pa (s))は病気 dが症状 sを
引き起こすことを妨げる事象を表現した妨害変数であ
る. つまり sと Pa (s)が noisy-OR関係であるとき, s

が真になるのは 1つ以上の d ∈ Pa (d)が真であり, そ
の内のいずれかの妨害変数 I(d, s)が偽であるときに限
られる. 患者 kに対して各症状 s ∈ S が表れているか
を診断し, 表れている症状の集合を Sk

p , 表れていない
症状の集合を Sk

nとすると, 患者 kの診断結果 Rk は式
(9)を用いて以下のように表現される.

Rk ⇔
(∧

s∈Sk
p

s
)
∧

(∧
s∈Sk

n
¬s

)
⇔

(∧
s∈Sk

p

∨
d∈Pa(s) (d ∧ ¬I(d, s))

)
∧

(∧
s∈Sk

n
¬

(∨
d∈Pa(s) (d ∧ ¬I(d, s))

))
(10)

観測命題を F = {R1, . . . , RK}, 基本命題を VF = D ∪
{I(d, s) | s ∈ S, d ∈ Pa (s)}とすれば,観測命題Rk ∈ F

は式 (10)のように基本命題の論理関数として書ける. K

人の患者に対する診断結果はO={(R1, 1), . . . , (RK , 1)}
と表現され, BDD-EMアルゴリズムを用いれば, Oを
得る確率を最大化する P (d=1) (d ∈ D)を学習できる.

6.2 実験と考察

原因D={d1, . . . , dN}と症状 S ={s1, . . . , sM}の関
係を表す人工的な 2部 noisy-ORネットワークを生成し,

そこからサンプリングされた 100個の観測R1, . . . , R100

を複数の BDDと SBDDで表現し, それらの総節点数
を比較する (実装の都合上, 否定枝は BDD と SBDD
の双方で利用した). 人工的なネットワークにおいて,
Pa (s) (s ∈ S) は D からランダムに C 個以下選び,
P (di = 1) = 1/N (d ∈ D), P (I(d, s) = 1) ∈ [0, 0.1]
(s ∈ S, d ∈ Pa (s)) とした. この C を最大原因数と呼
び, N ,M ,Cを変化させることでBDDと SBDDのサイ
ズがどのように変化するかを観測した.
図 5は N = 10, C = 5とし, M を 10, 20, . . . , 100と

変化させたときの BDDと SBDDのサイズを表したグ
ラフであり, 図 6は C =10としたときのグラフである.
本実験のように 1つのネットワークから複数の観測を
得る場合, それらを表現するBDDは共通の部分グラフ
を多く含むことが予想される. 図 5,6 を見ると, 常に
SBDDの方がコンパクトになっており, 確かに共通の
部分グラフを多く含んでいたことが分かる. また, 図 5
と図 6を比べると, 後者の方が SBDDを用いることで
BDDをより圧縮できることがわかる. これは各症状の
原因が増えたことで, 共通の原因を持つ症状が増え, よ
り共有化できる部分グラフが増えたからと考えられる.
実験より, 2部 noisy-OR ネットワークで表される問題
において, SBDDを用いた EMアルゴリズムを用いる
と確かに計算量が削減できることを確認した.
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図 5: 実験結果 1 (maxs∈S |Pa (s) |=5)
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図 6: 実験結果 2 (maxs∈S |Pa (s) |=10)



7 関連研究

BDD を用いて確率計算を行う手法はいくつか提案
されており, その一つとして BDDの一種である Zero-
suppressed BDDを用いてベイジアンネットワークの
確率計算を行う手法 [9]が挙げられるが, これを用いた
パラメータ学習アルゴリズムはまだ提案されていない.
ProbLog[3]はPrologプログラムの各述語に確率を導入
した論理形式であり, ProbLogプログラムは観測式を
説明する基底アトムから成るBDDを用いて確率計算を
行う. ProbLogによる確率学習アルゴリズムが提案さ
れているが [6, 11], それらはBDD-EMアルゴリズムの
ように任意の論理関数で表現された観測に対して EM
アルゴリズムを実行することはできない. PRISM[10]
は Prologを基にしたモデル記述言語であり, BDD似
た説明グラフというデータ構造を用いることでベイジ
アンネットワークの確率計算や学習を行う. PRISMで
は扱う論理式の各選言子が互いに排反であるという仮
定をおいているが, 文献 [12]あるいは本論文で提案し
た BDD-EM アルゴリズムを用いることでこの仮定を
取り除くことが可能である.

8 まとめ

BDD-EMアルゴリズムは観測事象がいくつかの確率
的命題の論理関数で表現されるとき, 観測事象を表現
した BDD上で EMアルゴリズムを実行することで各
確率的命題が真偽をとる確率を学習する. 本論文では
BDD-EMアルゴリズムをBDDをよりコンパクトに表
現する手法として広く利用されてる Shared BDDと否
定枝を扱えるよう拡張し, 提案アルゴリズムの計算量
が SBDDのサイズに比例することを示した. また, 従
来の BDD-EMアルゴリズムは条件付き期待値を計算
する際に BDDの簡略化規則によって削除された節点
に関する期待値を数値的に復元していたが, これが必要
ないことについても述べた. 更に 2部 noisy-OR ネッ
トワーク において複数の観測事象を複数の BDDで表
現する代わりに 1つの SBDDで表現することで, 節点
数を削減できることを確認し, 結果としてBDD-EMア
ルゴリズムの計算量も削減できることを確かめた.
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