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確率文脈自由文法の学習法として、I-Oアルゴリズム等の EMアルゴリズムが広く知られてい
る。しかし、最尤法である EMアルゴリズムはベイズ学習に比べ訓練データの量が十分でない
と過学習するという問題がある。一方、ベイズ学習は困難な積分計算を伴うため従来マルコフ
連鎖モンテカルロ法等のサンプリング手法が用いられていたが、計算量が膨大なため大規模な
問題への適用が難しかった。近年、マルコフ連鎖モンテカルロ法に比べ効率的な変分ベイズ法
が提案され、注目されている。本論文では、確率文脈自由文法に変分ベイズ法を適用し、動的
計画法に基づく学習アルゴリズムを導出する。さらに、このアルゴリズムの計算量が I-Oアル
ゴリズムと同じであることを示す。また、変分ベイズ法と EMアルゴリズムの学習精度の比較
を行う。
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The EM algorithm, for example the Inside-Outside algorithm, is a well-known leaning
method for probabilistic context-free grammars. However, the EM algorithm is more likely
to cause over-fitting than the Bayesian learning when the amount of the training data is
not enough. In this paper, we applied the variational Bayesian approach to probabilistic
context-free grammars and derived an algorithm based on the dynamic programming ap-
proach. In addition, we prove that the computational complexity of our algorithm is equal
to that of the Inside-Outside algorithm. We also report results of experiments comparing
precisions of the variational Bayesian approach and the EM algorithm.

1 はじめに

確率文脈自由文法 (以下、PCFG)のパラメータの
学習アルゴリズムとして Inside-Outside アルゴリズ
ム (以下、I-Oアルゴリズム)[2]等の EMアルゴリズ
ムが広く知られている。しかし、最尤法である I-O
アルゴリズムは訓練データの量が十分でないと、過

学習する恐れがある。最尤法に対して、ベイズ学習

はパラメータを確率変数としパラメータの事後確率

分布を学習する。予測分布は事後確率分布を用いた

期待値として表わされる。このため、訓練データ量

が少ない場合に於いても高い汎化性能が得られる。

従来、ベイズ学習があまり用いられていなかった

理由として、事後確率分布の推定に困難な積分計算

を伴うということが挙げられる。事後確率分布の計

算にはマルコフ連鎖モンテカルロ法等のサンプリン

グ手法が用いられるが、計算量が膨大となり、大規

模な問題への適用は困難であった。近年、マルコフ連

鎖モンテカルロ法に比べ効率的な変分ベイズ法 [1, 8]
が提案され、注目されている。

本論文では、変分ベイズ法を PCFG に適用し事
後確率分布の推定式を導出する。さらに、動的計画

法に基づく効率的な事後確率分布の推定アルゴリズ

ムを示す。最後に、変分ベイズ法と EMアルゴリズ
ムの学習精度の比較実験を行う。

2 PCFG

2.1 準備

まず、文脈自由言語 (Context Free Grammar 以
下、CFG) を 4項組G = (VN , VT , R, S)により定義
する。VN ,VT ,Rはそれぞれ、非終端記号、終端記号、
生成規則の集合であり、S は開始記号 (S ∈ VN )で
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ある。次に、PCFGを G(θ)により定義する。θ は

|R| 次元のパラメータのベクトルである。生成規則
r(r ∈ R)のパラメータを θ(r) により参照する。ま
た、θA(α)という表記により θ(A→α)を表わすこ
とにする。なお、

∑
α θA(α) = 1である。ある非終

端記号Aから 0回以上の生成規則の適用により、単
語列 (w1, w2, . . . , wn)が導出される時、A ∗⇒ wn

1 と

表記する。ある CFGに対して、文 sを導出する全

ての適用規則列 r の集合を Φ(s) と表わすことにす
る。ある PCFG Gθ が与えられた時、文 sの導出 r

による生成確率とは、

p(s, r|θ) =
∏

r∈R

θ(r)c(r;r) (1)

である。ただし、c(r; r)とは、生成規則 rが適用規

則列 rに出現する回数である。また、ある文 sの生

成確率は、

p(s|θ) =
∑

r∈Φ(s)

p(s, r|θ) (2)

により、与えられる。

2.2 I-Oアルゴリズム

I-O アルゴリズムはチョムスキー標準形 (以下、
CNF)である PCFGに対する効率的なEMアルゴリ
ズムである。一般に、EMアルゴリズムはパラメー
タの更新式を繰り返し適用することによりパラメー

タを推定する。コーパスCを、C = (s1, s2, · · · , sN )
として時、EMアルゴリズムにより求まる θ(A→α)
の更新式は、

θ̂(A→α) =
1
ZA

N∑

i=1

∑

r∈Φ(si)

p(si, r|θ)
p(si|θ)

c(A→α; r)

(3)

である。ただし、ZA は正規化項である。|Φ(si)| が
si の長さに対して指数関数のオーダであるために、

式 (3)の計算量は siの長さに対して指数関数のオー

ダになる。これに対して、動的計画法に基づく I-O
アルゴリズムは siの長さに対して 3乗のオーダで式
(3)の計算を行う。

I-O アルゴリズムについて詳しく述べる。まず、

c(r; s)を以下により定義する。

c(r; s) =
∑

r∈Φ(s)

p(s, r|θ)
p(s|θ)

c(r; r)

=
1

p(s|θ)

∑

r∈Φ(s)

c(r; r)
∏

r∈R

θ(r)c(r;r)

(4)

c(r; s)を用いると、式 (3)は以下のようになる。

θ̂(A→α) =
1
ZA

N∑

i=1

c(r; si) (5)

式 (1)と式 (4)より、次式が得られる。

c(r; s) =
θ(r)
p(s|θ)

∂p(s, r|θ)
∂θ(r)

(6)

文を s = (w1, w2, · · · , wl)とし、生成規則A→BC

について、S ∗⇒ wl
1, A

∗⇒ wi+n
i , B ∗⇒ wi+j−1

i , C ∗⇒
wi+n

i+j , という導出を考える。この導出の確率は次に
より与えられる。

p(S ∗⇒ wl
1, A

∗⇒ wi+n
i , B

∗⇒ wi+j−1
i , C

∗⇒ wi+n
i+j )

= p(S ∗⇒ wi−1
1 Awl

i+n+1)θ(A→BC)

× p(B ∗⇒ wi+j−1
i )p(C ∗⇒ wi+n

i+j ) (7)

したがって、

∂p(s, r|θ)
∂θ(A→BC)

=
l−1∑
n=1

l−n∑

i=1

n∑

j=1

p(S ∗⇒ wi−1
1 Awl

i+n+1)

× p(B ∗⇒ wi+j−1
i )p(C ∗⇒ wi+n

i+j )
(8)

である。ここで、外側確率 α、内側確率 βを導入し、

αi,i+n(A) = p(S ∗⇒ wi−1
1 Awl

i+n+1) (9)

βi,i+j−1(B) = p(B ∗⇒ wi+j−1
i ) (10)

βi+j,i+n(C) = p(C ∗⇒ wi+n
i+j ) (11)

とする。これらを用いて、式 (6)は生成規則が A→
BC (A,B,C ∈ VN )の時、

c(A→BC; s) =
θ(A→BC)
p(s|θ)

×
l−1∑
n=1

l−n∑

i=1

n∑

j=1

αi,i+n(A)βi,i+j−1(B)βi+j,i+n(C)

(12)
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for i = 1 to l

βi,i(A) = θ(A→wi)

for n = 1 to l − 1

for i = 1 to l − n
βi,i+n(A)

=
∑

B,C

θ(A→BC)
n∑

j=1

βi,i+j−1(B)βi+j,i+n(C)

図 1: 内側確率の計算

for i = 1 to l

for n = 0 to l − i
αi,i+n(A) = 0

α1,N (S) = 1

for n = l − 1 downto 1

for i = 1 to l − n
for k = 1 to n

αi+k,i+n(C)

+= θ(A→BC)αi,i+n(A)βi,i−1+k(B)

αi,i+n−k(B)

+= θ(A→BC)αi,i+n(A)βi+n+1−k,i+n(C)

図 2: 外側確率の計算

となる。また、同様に生成規則がA→a (A ∈ VN , a ∈
VT )の時、

c(A→a; s) =
θ(A→BC)
p(s|θ)

l∑
n=1

αi,i(A) (13)

となる。以上より、内側確率と外側確率は図 1と図
2から計算される。

3 変分ベイズ法のPCFGへの適用

最尤法がパラメータを点推定するのに対し、ベイ

ズ学習はパラメータを確率変数と見てパラメータの

事後確率分布 p(θ|D)(Dは訓練データ)を学習する。
困難な積分計算を伴うベイズ学習を、変分ベイズ法

は近似を用いることにより効率的に計算する [1, 8]。
以下では PCFG に変分ベイズ法を適用し、事後確
率分布の計算法を導出する。さらに、動的計画法に

基づく効率的なアルゴリズムを示す。

3.1 事後確率分布

3.1.1 近似事後確率分布

訓練コーパス C の対数尤度を考え、Jensenの不
等式を用いることにより、F を式 (14)により定義す
る。ただし、コーパスをCを、C = (s1, s2, · · · , sN )
とし、RはR = (r1, r2, · · · , rN )という形の適用規
則列の列であり、ri は si の正解適用規則列である。

一般にある文を導出する適用規則列は複数考えられ、

正解適用規則列とは、そのうちの真の適用規則列の

ことである。

L(C) = log p(C)

= log
∑

R

∫
p(C,R,θ)dθ

= log
∑

R

∫
q(R,θ)

p(C,R,θ)
q(R,θ)

dθ

≥
∑

R

∫
q(R,θ) log

p(C,R,θ)
q(R,θ)

dθ = F (14)

ここで、L(C)と F の差は p(R,θ|C)と q(R,θ)の
KL-divergence になっている (式 (15))。

L(C)−F =
∑

R

∫
q(R,θ) log

q(R,θ)
p(R,θ|C)

dθ

= KL(q(R,θ), p(R,θ|C)) (15)

C を固定した時 L(C)は定数であるので、F を最大
化することは p(R,θ|C)と q(R,θ)のKL-divergence
を最小化することと等価である。よって、F を最大
化することにより、p(R,θ|C)の近似分布 q(R,θ)を
求めることができる。

3.1.2 最適近似事後確率分布の計算

Fを最大化することにより、最適な近似事後確率分
布 q∗(R,θ)の計算法を示す。まず、q(R,θ)に、q(R)
と q(θ)が独立であるという制約を与える (式 (16))。
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ただし、q(Ri)は
∑

r∈Φ(si)
q(Ri = r) = 1を満たす。

q(R,θ) = q(R)q(θ)

=

{
N∏

i=1

q(Ri)

}{ ∏

A∈VN

q(θA)

}
(16)

また、パラメータ θAの事前分布 p(θA)に共役事前分
布であるDirichlet分布PDを仮定し、事前分布 p(θ)
を式 (17)により定義する。ただし、uAはDirichlet
分布のハイパーパラメータであり、Γ(x)はガンマ関
数である。

p(θ) =
∏

A∈VN

PD(θA,uA) (17)

PD(θA,uA) =
1
Z

∏

α;A→α∈R

θA(α)uA→α−1 (18)

Z =

∏
α;A→α∈R Γ(uA→α)

Γ
(∑

α;A→α∈R uA→α

) (19)

uA = {uA→α|A→α ∈ R} (20)

式 (16)と式 (17)の下、F に変分法を適用し、F を
最大化する q(θA), q(Ri)を求める。q(Ri)は式 (21)
のようになる。

q(Ri = r) =
1
ZRi

∏

r∈R

π(r)c(r;r) (21)

ZRi
=

∑

r∈Φ(si)

∏

r∈R

π(r)c(r;t) (22)

π(A→α) = exp


ψ(uA→α)− ψ


 ∑

α;A→α∈R

uA→α







(23)

ただし、ψ(x)は digamma関数であり、以下により
定義される。

ψ(x) =
∂ log Γ(x)

∂x

digamma関数を含む polygamma関数の計算機によ
る計算法は文献 [4]に詳しい。
q(Ri)と同様に、q(θA)も F に変分法を適用する
ことにより、式 (24)を得る。事前分布 p(θA)同様、
q(θA)も Dirichlet分布である。

q(θA) =
1
ZθA

∏

α;A→α∈R

θA(α)ûA→α−1 (24)

ただし、ûA→α は以下により定義される。

ûA→α = uA→α +
N∑

i=1

∑

r∈Φ(si)

q(Ri = r)c(r; r) (25)

1. u(0) を用意し、k ← 0とする。
2. 式 (26)を用いてu(k+1)を計算し、k ← k+

1とする。
3. u(k) が十分収束したら、u∗ ← u(k) とす

る。そうでなければ、2に戻る。
4. 最適近似事後確率分布 q∗(θ)を以下により
求める。

q∗(θ) =
∏

A∈VN

PD(θA,u
∗
A)

図 3: 最適事後確率分布の計算

式 (21)と式 (24)は互いに依存している。これら
を交互に適用することにより、最適な近似事後確率

分布 q∗(θ)を求める。また、各更新において F は必
ず増加するため、収束することが保証されている。

q∗(θ) を与えるハイパーパラメータ u∗ は式 (21) と
式 (24)より、式 (26)を収束するまで更新すること
により求まる。ただし、u(0)は事前分布のハイパー

パラメータ u = {uA|A ∈ VN}である。

u(k+1)
r = ur +

N∑

i=1

∑

r∈Φ(si)

c(r; r)
ZRi

∏

r∈R

π(k)(r)c(r;r)

(26)

π(k)(A→α) = exp


ψ(u(k)

A→α)− ψ

 ∑

α;A→α∈R

u
(k)
A→α







(27)

図 3に最適近似事後確率分布 q∗(θ)の計算アルゴ
リズムを示す。

3.2 動的計画法に基づくアルゴリズム

最適近似事後確率分布の計算は式 (26)を用いて、
u(k) が繰り返し更新される。しかし、|Φ(si)| が si

の文長に対して指数関数のオーダであるために、式

(26)の計算量は文長に対して指数関数のオーダであ
る。この困難を克服するために、動的計画法に基づ

き式 (26)を計算する。
まず、γ(r; si)(k) を式 (28)により定義する。

γ(r; si)(k) =
∑

r∈Φ(si)

c(r; r)
ZRi

∏

r∈R

π(k)(r)c(r;r) (28)
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γ(r; si)(k) を用いると、式 (26)は次のようになる。

u(k+1)
r = ur +

N∑

i=1

γ(r; si)(k) (29)

式 (28)は I-Oアルゴリズムの式 (4)に対応する。
また、π は確率を表わしていないが、式 (4)の θに

対応する。式 (28)には、2.2節において示したよう
な式変形を適用することができ、式 (30)になる。

γ(r; si)(k) =
π(r)
ZRi

∂

∂π(r)

∑

r∈Φ(si)

∏

r∈R

π(r)c(r;r) (30)

さらに、外側確率 α、内側確率 β に対応する、µ, ν
を用いると r = A→BC の時、式 (30)は、

γ(A→BC; si)(k) =
π(A→BC)

ZRi

×
l−1∑
n=1

l−n∑

i=1

n∑

j=1

µi,i+n(A)νi,i+j−1(B)νi+j,i+n(C)

(31)

となる。同様に、r = A→aの時、式 (30)は、

γ(A→a; si)(k) =
π(A→BC)

ZRi

l∑
n=1

µi,i+n(A) (32)

となる。また、ZRi
は式 (22)より、

ZRi
= ν1,l(si) (33)

である。µ, νの計算は図 2と図 1のαを µに、βを ν

に、θを πに読み替えることにより可能である。よっ

て、変分ベイズ法の uの更新は I-Oアルゴリズムが
θを更新するのと同じ計算量で計算可能である。

3.3 最尤な適用規則列

最尤法により点推定されたパラメータ θ̂を用いた

最尤な適用規則列は、

r̂ = argmax
r

p(r|θ̂) (34)

である。

これに対し、変分ベイズ法により求まる最適近似

事後確率分布 q∗(θ) =
∏

A∈VN
PD(θA,u

∗
A)を用いた

表 1: 精度の比較
0-CB BT LT

EMアルゴリズム 0.964 0.762 0.678
変分ベイズ法 0.935 0.814 0.713

際の最尤な適用規則列は、

r̂ = argmax
r

∫
p(r|θ)q∗(θ)dθ

= argmax
r

∫ ∏

r∈R

θ(r)u∗r−1+c(r;r)dθ

= argmax
r

∏
r∈R Γ(u∗r + c(r; r))∏

A∈VN

Γ(
∑

α;A→α∈R u
∗
A→α+ c(A→α; r))

(35)

である。式 (34)は Viterbiアルゴリズムにより効率
的に計算可能であるが、式 (35)には Viterbiアルゴ
リズムを用いることができない。

4 実験

変分ベイズ法の学習精度と EMアルゴリズム1に

よる学習精度を比較した。コーパスには ATR対話
コーパス [9]を用い 5 foldの交差検定を行った。各
訓練コーパスには 8,796文、各テストコーパスには
2,199文が含まれている．文法はATR対話コーパス
に対して開発された文法をCNFに変形したものを用
いた。また、ATR対話コーパスに付加されている正
解構文木も CNFに変形した。精度の評価基準には、
labeled tree, bracketed tree, zero crossing brackets
(以下、LT, BT, 0-CB)[3]を用いた。変分ベイズ法の
初期ハイパーパラメータ u0

r は任意の生成規則 r に

対して u0
r = 2とし、EMアルゴリズムの初期パラ

メータは一様分布とした。変分ベイズ法の終了条件

(図 3の 3)として、
∑N

i=1 logZRi
が収束するまでと

いう条件を用いた。

表 1が実験結果である。0-CBでは EMアルゴリ
ズムの方が精度が高いが、より厳しい基準である、

BT, LTにおいては変分ベイズ法の方が精度がよい
ことが分かる。

なお、3.3節で述べたように、変分ベイズ法を用
いた時の最尤な適用規則列を効率的に計算する方法

がない。このため、この実験では全ての可能な適用

1具体的には I-O アルゴリズムを用いた。
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規則列の集合 Φ(s)から最尤な適用規則列を探した。
Φ(s)の大きさは文長に対して指数関数のオーダであ
るが、実験に用いたATR対話コーパスでは Φ(s)は
それほど大きくならなかったため最尤な適用規則列

を探すことができた。

5 関連研究

Mackayは変分ベイズ法を隠れマルコフモデルに
適用し、隠れマルコフモデルの EMアルゴリズムで
あるBaum-Welchアルゴリズムと同じ計算量のアル
ゴリズムを導出している。しかし、最尤な状態遷移

系列を求める効率的な方法は分からないとしている

[6]。

6 まとめ

PCFGに変分ベイズ法を適用し、I-Oアルゴリズ
ムと同じ計算量のアルゴリズムを導出した。実験の

結果、最尤法である EMアルゴリズムに比較して、
変分ベイズ法は BTと LT の基準において精度が向
上した。

今後の課題としては、変分ベイズ法において最尤

な適用規則列を探す効率的な計算法の研究が挙げら

れる。
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